INTERROGATION DE COURS N°12

EXERCICE 20 points
") =-x()-y(t 0)=0
On considere le systéeme différentiel xl( ) (6 =y de conditions initiales x0
vy =x@®-3y@) y)=1
1. a. Ecrirele systeme différentiel (S) sous forme matricielle X' (1) = AX(¢) avec X = ( ;Eg )

et A € /> (R) une matrice a déterminer.
b. Vérifier que (S) ne possede qu'un unique état d’équilibre.
2. a. Montrer que A ne posséde qu'une seule valeur propre (a déterminer) puis en déduire
que A n’est pas diagonalisable.

b. Déterminer une base (U) de I'unique sous espace propre de A, avec U € />, (R) a
déterminer.

c. Déterminer V € .41 (R) tel que AV =U -2V.

d. Montrer que (U, V) est une base de .#>,1 (R) puis en déduire I'existence d’'une matrice

-2 1
inversible P telle que A = PTP louT= ( 0 -2 )

u'(t) =-2u(t)+v()

3. On 'intéresse dans cette question au systeme différentiel (S') : ,
v'(t) =-2v(¥)

a. Résoudre I'équation différentielle (E1) : y' (1) = —2y(¢).
b. Soit ¢ € R. On considere I'équation différentielle (E.) : y'(t) = ce ! —2y(t) avec c € R.

i. Montrer que la fonction y;, : ¢ — cte~?! est une solution particuliere de I'équation
différentielle (E,).
ii. Résoudre I'’équation différentielle (E.).

c. Résoudre le systeme différentiel (S').
u(r)
v(t)

Montrer que Y est solution de (S') & X est solution de (S).

4. On pose Y(t)z( )etX(t)zPY(t).

x(®) =(@-2B+pte?!

5. Endéduire queles solutions du systeme différentiel (S) sont données par iy
y() =(-a+p-Pre

avec (a,p) € R2.

6. Déterminer I'unique solution du probléme de Cauchy.



INTERROGATION DE COURS N°12 : CORRECTION

EXERCICE
x(0)=0
y0)=1

X =-x()-y@)

o (£)—37(8 de conditions initiales{
y =x) -3y

On considere le systeme différentiel {

-1 -1
1. a. A—( 1 _3 )

b. Les états d’équilibre correspondent aux solutions constantes, donc au noyau de A.

Or A est clairement inversible donc Ker(A) = {0}.

0
Ccl: Xp: t— ( 0 ) est 'unique état d’équilibre du systeme.

-1-1 -1
1 -3-1

Cdl:[ Sp(a) = (-2} ],

:i )etdoncE_g(A):Vect(( } ))

2. a. AeSp(A)@( )noninversiblecnlz—4/’l+4:0©(/’L+2)2:0©/1:—2.

1
b. A+212:( .

1
Ccl : le vecteur U:( 1 ) convient.

c. On cherche V:( a )telqueAV:U—ZVo(A+212)V:U©{a—b =1.

b

0

1
Ccl: levecteur| V = ( ) convient.

d. (U,V) estune base de .#> 1 (R) puisque nous avons la deux vecteurs libres (non colinéaires) en
dimension 2.

Notant P = ( i (1) ) la matrice de passage de la base canonique de 4> (R) a la base (U, V).
Nous avons P inversible et d’apres ce qui précéde AU = -2U et AV =U -2V.

-2 1
Ainsi d’apres la formule du changement de base A= PTP~! avec T = ( )

0 -2
() =-2ul®+v(r
3. Ons'intéresse dans cette question au systeme différentiel (S') : { 'Et; ) E ; 0 .
v =-2v(t

a. D’apres le cours de 1ere année les solutions de (E7) sont de la forme avec feR.

b. On considere I'équation différentielle (E;) : y'(£) = ce 2! = 2y(t) avec c € R.

i. Soityp:t— cte~?!, une fonction évidemment dérivable par produit.
De plus:

ce 2t _2cre2t

Vp(t)
ce™2 = 2yp(1)

Ccl: yp est bien solution de (E¢).
ii. Résolvons I’équation différentielle (E.) :
« équation homogene : y' = —2y dont les solutions sont de la forme y : t — ae™2! avec
aeR.
« solution particuliére : yp : t — cte?!

Ccl: les solutions de (E;) sont de laforme | y: t — ae2! + cte™2t |

c. Résolvons le systeme différentiel SR
Soit u, v les fonctions solutions de (S").
« v est solution de (E7) donc v(f) = fe~ 2! avec B €R.
« u est solution de (E¢) avec ¢ = f donc v(f) = ae 2! + fre 2! avec a € R.

u(t)

4. Onpose Y(t) = ( v(0)

) et X(¢) = PY(1).



Y est solution de (S) Y'=TY
Plx' =7P'X carX'=PY o pPlX'=Y
X'=PTP X

X'=AX carA=PTP!
X est solution de (S).

t 0000

-2t -2t
+
5. D’apres ce qui précédeona Y (¢) = ( xe pre )

'Befzt
Ainsi
X)) = PY(®®
(1 1)\( ae? +Bte?t
- 1 0 Be?!

ae 2t 4+ ,Bte_ZI + ,Be‘zr
ae 2+ fre 2t

Puis on factorise par e 2t

x(0) =(a+p+pe 3t

() =(a+pne?! avec (a,p) €

Ccl: Les solutions du systeme différentiel (S) sont données par {

RZ
Remarque : lorsque t — +oo on constate que, par croissances comparées, les solutions tendent vers
l'unique état d’équilibre du systeme.

(a —2ﬁ+ﬁt)e_2”
(—a+p-pre?t

0 . . . N NP
1 ) si et seulement si le couple (a, f) € R? est solution du systéme linéaire :
o+ =0 =1
i - e
a =1 ﬁ =-1

Ccl: Lunique solution du probléme de Cauchy estdonc:| Xj : t— ( (

. Une solution X : ¢t — ( ) est solution du probléme de Cauchy avec conditions

initiales X (0) = (

o2t
1-pe 2t




