INTERROGATION DE COURS N°13

QUESTIONS DE COURS 6 points
1. Séries géométriques : critere de convergence et formules
2. Intégrales de Riemann : critere de convergence et formules
3. DLd’ordre 2 en 0 de e*,In(1 + x) et (1 + x)%.

EXERCICE 1 : SERIES 7 points

Les questions suivantes sont indépendantes :

2 n
1. Montrer que la série ) (— —) converge et calculer sa somme.
n=2
31’1
2. Etudier la nature de la série Z .
o nt+2n
3. a. Montrerque: Vx>0, In(x)<x.
P - 1
b. En déduire la nature de la série ) ———.
pIn(n+1)-1
7 points

EXERCICE 2 : INTEGRALES

Les questions suivantes sont indépendantes (bien préciser la ou les bornes impropres) :

-1

+00 e
1. Montrer que l'intégrale f —_—
1 Vl+ed

0 In(1+
2. Etudier la nature de I'intégrale f udx.
-1 X

dt converge et calculer sa valeur.

1

3. Etudier la nature de la série f
o In(w)



INTERROGATION DE COURS N°13 : CORRECTION

QUESTIONS DE COURS 6 points
COURS.
EXERCICE 1 : SERIES 7 points

1.

3.

. Etude de la nature de la série Z

2 n

La série Z (——) est une série géométrique de raison g = —% el-1,11.
n=2

Donc la série converge et de plus :

oo 2\n 4 1
Z (——) = :—XEZ—.
=\ 3 9 3 15

n

T1on
nso '+2
3”
« -
nl+2"n
31’! n
. ~ — car2 = o(n!) (par croissances comparées).
n!'+2" +oo n! +oo
3}1
D Z — converge en tant que série exponentielle avec x = 3.
n=0 -

=0 (donc la série est une STP)

n

= d’apreés le critere d’équivalence des STP, la série Z i converge.
n=0 "

a. Montrons que: Vx>0, In(x)<x.
On pose g : x — In(x) — x dérivable sur R} par théorémes généraux.

, 1 1-x ,
Vx>0, gx)=—-1=——etdoncg' (x)=20 <« x<I1.
X X

On en déduit que g est croissante sur ]0; 1] puis décroissante sur [1;+ool.

Ccl : 1a fonction g a pour maximum g(1) = -1 sur R} ce qui équivauta: Vx>0, In(x)-x<-1
etdoncVx>0, In(x)<x.

1
b. Nature de la série Z _
o In(n+1)-1

1

eVYn=2, —=0
In(n+1)-1

1

eVn=2, In(n+l)<n+ldoncln(n+l)-1l<net—m8 — >
Inn+1)-1 n

. 1 . - .
o lasérie ) — diverge (série harmonique).
n=2

1
= d’apres le critére de comparaison des STP, la série Z ——— diverge.
e In(n+1)-1

EXERCICE 2 : INTEGRALES 7 points

1.

+00 e~ !
Vit+e®

est continue sur [1; +oo[ donc I'intégrale est impropre uniquement en +oco

Montrons que 'intégrale dt converge et calculons sa valeur :
e~ t

Vi+e !

e la fonction t —

esSOitA>1:

ﬁA%dtz [—2\/1+e’t]:‘=—2(\/1+e*A—\/l+e*1]A:OO—Z(\/_—\/1+e*1).

+o0o

Ccl: l'intégrale f dt converge et vaut 2 [\/ l+e l- 1).
1 V1412

Remarque : vu que 1+ e~! > 1 on a bien 2 (\/ 1+e - l) > 0 ce qui est logique pour l'intégrale d'une
fonction positive.



0 In(1+x
2. Etudions la nature de 'intégrale f In@ +x) dx
-1 X

La fonction x — ln(lTﬂd est continue sur ] — 1;0[ donc I'intégrale est impropre en —1 et en 0.
De plus: Vxe]-1;0[, 200D <
Borne en 0~
o In+x) 4
X

0
. f . 1dx converge (intégrale classique)
~2

0 In(1+ 0
= d’apres le critéere d’équivalence pour les intégrales de signe constant, I’ 1ntegra1e ——dx

N\H

converge.

Borne en—1":
In(1+x)
= :’1 —In(1+x)

Nl—
DI—

f_ -Inl+x)dx = —f_ In(1+x)dx
-1 -

- f ’ In(y)dy parchangement de variable affine y=x+1
0

1 1
Or l'intégrale (impropre en 0) f In(y)dy converge (intégrale usuelle) et donc — f : In(y)dy cv
0 0

1
“z2In(l+x
= d’apres le critéere d’équivalence pour les intégrales de signe constant, l'intégrale f n+y dx

-1 X
converge.
0In(1 + =3 In(1 + 0 In(1+
Ccl:ParChaslesf ud —f n( x)d f u
- - X -1 X
. 0 In(1+x) .
Donc l'intégrale f ———dx converge comme somme de deux intégrales convergentes.
- X

L |
3. Etudions la nature de la série f du
o In(w

¢ La fonction u — est continue sur ]0; 1[ donc I'intégrale est impropre en 0 et en 1.

_1
In(u)

1
eVu>1, ——>0
In(u)

Borne enl:
1

nw1u-1

1 1 0 01
De plusfl mdu:f_i —dx—fl ;(—dt):fo

2 2 2
grales de Riemann.

Par équivalent usuel In(u) T u—1donc

D=

1 s
;d t est divergente par critére des inté-

L |
Ccl: I'intégrale fl I du diverge par critere d’équivalence.
I L In
2

()
Borne en0:

lim = 0 donc la fonction u —
u—0 In(1) In(u) (m

se prolonge par continuité en 0 et donc l'intégrale

2
f W du est faussement impropre en 0, donc elle converge.
o In(u

2
En particulier I'intégrale f

| nw du converge.

1
Ccl: Lintégrale f

1
nw du diverge comme somme d'une intégrale divergente et d'une intégrale
0

convergente.



