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CORRECTION

Partie 1 : réduction et puissances d'une matrice
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S = =

1
1 1
Dans cette partie on considere les matrices A = 3 ( 0 ) etB=A- 513.
1

11
0 o):rg(3)=2: 1€Sp(A) |
0 0

1 import numpy as np

2 def poly mat(P,M):

3 A=np.eye(len (M))#matrice identite

4 S=np.zeros(len(M)#initialisation de la somme

5 for i in range(1l,len(P)):

6 A=np.dot (A M)#calcul de la puissance successive M"i
7 S=S+P[i]*A#ajout du terme a_ i M"i S

8 return S

3. Levecteur [0,—4,0,9] représente le polynéme P (x) = 9x3 —4x.
Le retour informatique donc montre que P(B) = 03.

Ccl: P(x) =9x% —4x est un polynéme annulateur de B.

4. D’apres le cours, nous savons que Sp(B) est inclus dans 'ensemble des racines de P(x). Orona:

P(x)=X(9x2—4):9x(x2—il) :9x(x—g) (x+%).
9 3 3

Ccl:| Sp(B) = {-%;0;2} |

» Montrons que % est une valeur propre de B et déterminons E 2 (B)=Ker(B- %13) :

-2 1 1 -2 1 2 1 1
B-%Igzé 2 -2 0 :>Tg(B—§I3)=rg 0 -1 1 :rg( 0 -1 1):2<3
2 0 -2 0 1 -1

x
Donc £ € Sp(B) et de plus, sin( y )ona:
z

=2x+y+z =0 X =z !
XeE:(B) < — = E2(B)=Vect 1 .
3 y-z =0 y =z ’ 1

* Montrons que —% est une valeur propre de B et déterminons E_% (B)=Ker (B+ %Ig) :

2 1 1 2 1 1 11
B+2iL=112 2 0 |=>rg(B+3L)=rg[ 0 -1 1 :rg(o ) 1):2<1
2 0 2 0 1 -1

Donc —% € Sp(B) etde plus, si X = (

)ona:

N < =



= Efg(B) = Vect 1

2x+y+z =0 {x =-z -1
=
y =z 1

XeE 2(B) < {
3 y—z =0

« Montrons que 0 est une valeur propre de B et déterminons Ey(B) = Ker (B) :

0 1 1 0 1 1
B=3[2 0 0 :>rg(B):rg(1 0 0)=2<1
2 00
b
Donc0e Sp(B) etdeplus,siX=| y |ona:
z

y+z =0 x =0 0
XeEyB) < — = Ey(B) =Vect -1
X =0 y =-z 1

La matrice B € .#;3(R) possede trois valeurs propres distinctes donc elle est diagonalisable.

1 -1 0
De plus d’apres le principe de concaténation, la famille 11, 1 |,| -1 forme une base .43 ; (R) formée de
1 1 1
vecteurs propres de B.
Par conséquent en posant :
-1 0 2 0 0
P=l1 1 -1]| et D=|0 -% 0
1 1 0O 0 O

ona:

« P inversible comme matrice de passage de la base canonique a la base ./ ; (R) formée de vecteurs propres de B et
P vérifie les consignes de I'énoncé,

« D est évidemment diagonale et vérifie les consignes de I'énoncé

« d’apres le cours on ala relation B= PDP !,

. Par récurrence simple on montre alors que : Vj€N*, B/ =PDip1,

2 1 1
. Ontrouve P"l==| -2 1 1
0 -2 2

. On saitque A= B+ %13. On peut appliquer la formule du bindéme de Newton puisque B et I3 commutent (vu que I3
commute avec n'importe quelle matrice).

Ainsi, pour tout ke N :
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8. Effectuons le calcul suivant :

i il B o
a0 R I
)66
= 0 Xk:
j=0
0
G+9)" o
= | o et
0 0 0
1 0 0
= [0 () o
0 0 0

De plus, la premiere ligne d'une matrice de .#3(R) s’obtient en multipliant cette matrice a gauche par le vecteur ligne

(1

0 0):

Ainsi, pour k € N*, d’aprés les résultats précédents, la premiére ligne de A* est donnée par :

(1 0 0)AaF

(1 0 O)P('

—

= i 2+2(-3" 1-(
= (3(+-9)7) [

Partie 2 : application en probabilités
9. X suit laloi uniforme %[[1, 3]].

10. Simulation informatique.

1

3

k-j
) D/|p!

2 1 1
-2 1 1
0 -2 2

(a) Compléter la fonction Python suivante pour qu’elle simule la variable X.

import numpy as np
import numpy.random as rd
def simul X (k):
x=.rd.randin (1,3)
for i in range(k-1):
tirage=rd.randint (1,4)
if x==1:
x=rd.randint (1,4)
else:
if tiragel=x:
x=1
return x
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(b) Onrépete 1000 fois 20 tirages suivant ce processus de Markowv.
11 1

Conjecture:levecteur ( 5 7 3

) représente les fréquences des tirages de la boule 1,2 ou 3.

Conjecture bis : la chaine converge en loi vers une variable aléatoire X telle que X(Q2) = [[1,3]] dont la loi est

51 o1)

donnée par (

11. On note Vi le k-éme état probabiliste de la chaine de Markov (Xg) gen*-



(a) La probabilité de transition Px, =i (Xi+1 = j) correspond au coefficient d’indice (i, j) de la matrice A = A =

1 1 1
1
—|1 2 1 0 |[estlamatrice définie dans la Partie I.
3

2 0 1
(b)

Wi~
W=

(c) Soit k € N* et le un systéme complet d’événements. (X = i))ie[1,3]
D ’apres la formule des probabilités totales :

P(Xi41=1)

Pixp=1)(Xg+1 = DP(Xy = 1) + Prx;=2) (Xig+1 = DP (X = 2) + P(x=3) Xg+1 = DP(X = 3)

P(Xgt1=1)

1P(X;=1)+3P(Xx=2)+ 2P(X; =3).

De méme on. montre que

P(Xps1=2) = %P(Xk=1)+%P(Xk=2)
P(Xg=1) = 3P(Xp=1)+3P(X;=3)

OronaVi=( P(Xx=1) PXx=2) P(X;=3) )donc:

Vi A

O W=

(PXk=1) PXp=2) PXr=3) )( )
( 3PXe=D+5P(Xp=2)+5P(X;=3) 3P(Xp=1+31P(Xx=2) 3iP(Xp=1)+3P(Xc=3) )
( PXps1=1) P(Xpgp1=2) P(Xps1=3) )

= Vi

Il
Wi~ O Wl

Ccl: VkeN*, Vi =ViA
(d) Sachantque VkeN, Vi, = ViAonen déduit par une récurrence immeédiate que VkeN, Vi = VpAF.

(e) Laloide X est donnée (sous forme de vecteur ligne) par le vecteur V.
Par ailleurs Vi = VpAF et Vy=( 1 0 0 ). De plus, multiplier par la gauche une matrice par (1 0 0 )
revient a en extraire sa premiere ligne.
Par conséquent Vi représente la premiere ligne de Ay qui, d’apres la Partie I est :

(304697 3-89 (-6 )
Ccl: laloide X est donnée, pour tout k € N*, par :

P(Xp=1=1 (1+(—§)k), P(Xz=2)=P(X;=3)=1 (1—(—%)k) :

)

E(Xj) IxPXp=1)+2xP(X;=2)+3xP(X;=3)
k k k
= (Y )raxd(1- (- +3x3(1- (D))
k
rhe i DY

7
Ainsi| lim E(X) = n puisque (—%)k — 0 car —% el-1;1[.

k—+o00




(g) Déterminons I'état stable V € .4 3(R) de la chaine.
Il s’agit de déterminer V tel que de coordonnées positives et de somme 1 et tel que VA= V.

PosonsV=(a b c).

1 1 1
3 3 3
VA=V < (a b c)( % ; 0 [=(a b c)
2 o0 1
3 3
— (%a+3b+2c ia+ib ita+ic)=(a b c)
2 2 2. _
—§a+§b+§c =0
= <{ia-%p =0
1 2 _
ga—g() =0
—-a+b+c =0
— a-2b =0
a—2c =0
—a+b+c =0
— -b+c =0
b-c =0
a =2c¢
=
b =c

< VeVect((2 1 1))

Parmi ces vecteurs V on choisit celui qui est normalisé (de somme 1).

Ccl: la chaine admet un unique état stable‘ v=(3 1 1) ‘

Commentaire : on retrouve bien le vecteur déterminé par la simulation informatique.

1)’6)
. 1 1\F
lim P(X;=1)= lim - 1_(__)

k— 400 k— 400 3

(h) Onremarque que, puisque —% €]-1;1[ona (—%)k — Oetdonc:

e B N I SR

1
lim P(Xp=1)= lim |1+

k—+o0 k— 400

w

, 1 1\F

lim PXp=1)= lim -|1-|—=| |=
k— +00 k—+oc0 4 3

Commentaire : Ceci montre que la chaine (X;) converge (en loi) vers une variable X telle que X(Q) = [[1,3]]

dont la loi est donnée par ( % i ;11 ) ce que I'on a constaté numériquement par la simulation informatique.



