DM12
CORRECTION

EXERCICE

1. C’est du cours. On le redémontre. Soit x un réel quelconque. On a:
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Fx(=x) =f Fr(ndt
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f —e du (changement de variable affine u = —1)
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Ainsi,

X +00
Fx(x)+Fx(—x)=f fx(u)du+f fxwdu

+00

= fxw)du (relation de Chasles)
o0

=1 car fx estune densité de probabilité

D’oi1 on déduit| Fx(—x) = 1 — Fx(x) \

2. (a) Lavariable aléatoire Y est a valeurs positives. Donc donc déja, pour tout x < 0, on a Fy(x) = P(Y <
x) = 0. Ensuite, pour tout x =0,ona:
Fy(x)=P(Y <x)
=P(X| < x)
=P(—x<X<Xx)
= Fx(x)— Fx(—x) car X est adensité
= Fx(x) — (1 —-Fx(x)) (question précédente)
=2Fx(x)—1

Conclusion : la fonction de répartition de Y est la fonction Fy définie sur R par :

2Fx(x)—1 six=0
Fy(x) =

0 six<0

(b) On vérifie les conditions :

* Lafonction Fy est de classe €' sur ] —oo;0[ car elle y est nulle, et elle est de classe ¢ sur ]0; +o0o[
par opérations algébriques sur des fonctions de classe €' (Fx est de classe €! sur R d’apres le
cours). Elle est donc de classe € sur R\ {0}, qui est R privé d’'un nombre fini de points.
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* Elle est continue sur R\ {0} car elle y est de classe €1 (cf ci-dessus). Vérifions qu’elle est continue
en 0. A gauche de 0, ona:

Et a droit

edeO:

lim Fy(x)=1lim 0=0
x—0~ x—0~

lim Fy(x)= lim 2Fx(x)—1=2Fx(0) -1
x—0* x—07

Or, Fx(0) =1 - Fx(0) d’apres la question 1, donc 2Fx(0) — 1 = 0. Donc linol Fy(x) = linol Fy(x) =
x—0~ x—0*

0 = Fy (0), ce qui montre que Fy est continue en 0, et donc sur R tout entier.

Par conséquent, ‘ Y est une variable aléatoire a densité ‘ De plus, on peut déduire de Fy une densité
fy de Y par dérivation. On obtient, pour tout x e R :

c’est-a-dire :

ou encore :

(c) Poursavoirsi Y admet une espérance, on s’'intéresse al'intégrale f

ZF%(x) six=0
frx) =
0 six<O0
2fx(x) six=0
frx) =
0 six<0
2 x? )
exp(——z) six=0
fr)=<% ov2rn 20
0 six<O0

+00

+00
tfy(p)dt, c'est-é-dire[ tfy(ndt
0

—00

car fy est nulle sur | —oo;0[. Or, pour tout A>0,ona:
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Or, exp( 552
o

)

A—+o00

— 0. Donc l'intégrale

A
f [fy([)dt=
0

2 fAtexp(—t—z)dt
ov2m Jo 202
—20 [A-t r?
E o gexp(—ﬁ)dt
29 - !

\/E 20'2 0
20 A?
v (ool 5)

+00
f tfy (£)dt est convergente, et méme absolument conver-
0

gente car ¢ fy (t) = 0 pour tout £ = 0. On en déduit que‘ Y admet une espérance |.
De plus, d’apres le calcul ci-dessus, on a :

Ce qui donne:
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E(Y)=0y/—|
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3.

(a) Lesvariables aléatoires Yi,..., Y, admettent toutes une espérance. On en déduit que S, aussi. De plus,
par linéarité de I'espérance, on a:

1 n
E(Sp) = py Z E(Yy)

1
= Z o\ / (question précédente)
=1
1 2
=—xno\/—
n T
2
=0\ —
T

2
Ccl:| E(Sp) =04/ —.
— b4

n
Posons alors | Ty, = Sy / = L\/_ Z . De méme que pour Sy, par linéarité de I'espérance, on a :

b4 T 2
E(T,) = \/;E(Sn) = \/;0'\/;:

7
Donc| E(T;) = o | et on dira donc que T, = ES" est un estimateur sans biais de o.

(b) X — N(0,0?) donc X admet un moment d’ordre 2 et, d’apres la formule de K.H., on a EX»H=V(X)+
E(X)?=0?+0% =02

Autrement dit,

=o? ‘

Ensuite, comme Y = |X]|, ona Y? = X2.
Donc’ Y admet un moment d’ordre 2 et E(Y?) = E(X?) = g2 ‘

2
On en déduit que Y admet une variance et que V(Y) = E(Y?) - E(Y)? = 0% - 02;, c’est-a-dire :

2 T—2
V(Y)=(1——)02=—02 i
T T

Ensuite, comme Y7, ..., Y, admettent toutes une variance, S, en admet une aussi. De plus,

V(Sp) =

1 n
=3 Z V(Yy) parindépendance de Yy,...,Y,
k=1
1 & n-2
=3 Y —=0* (cfci-dessus)
k=1 T
1 =2 ,
=—=xn o
n i1

n T

-2 2 2
Ce quidonne| V(S,) = nn—naz - (1 - —) .

[T . . o .
() Tp= ES n €t S, admet une variance. Donc T}, aussi et par propriétés de la variance :

T -2 , T (71—2)02
V(T,)==VS)=—0"x—=——"— — 0.
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