DM13
CORRECTION

EXERCICE 1 : fonctions de deux variables

1. f estune fonction polynomiale des 2 variables x et y et par conséquent | f est de classe C? sur R? |

2. (a) Onaod;f(x,y) :4x3—4x+4yet62f(x,y)=4y3—4y+4x.

. 4x3 —4x+4y

(b) Le gradientde festVf(x,y) = ( 4y3 _ay+4x )

0 W¥-x+y=0

%vf(x’y)_(o y3+x_y:0
(c) (x,y) estdonc un point critique de f si, et seulement si,

x3—x+y=0 x3=—y3
3, 1= — 3_ _
V+x-y=0 @,~Li+L) | x*’—-x+y=0

) si, et seulement si,on a: {

Comme la fonction x — x3 est bijective , le systéme équivaut a :

Y= —{ V7 —J V77
¥ -2x=0 x(x*>=2)=0 x=0oux=v2oux=-v2
Ccl: f posséde donc trois points critiques qui sont : (0,0), (\/5, —\/5) ) (—\/E, \/5)

3. (a Onaé%lf(x,y) =12x*-4, 6%2(f)(x,y) =12y°—4et afzf(x,y) = aglf(x,y) =4,

(b) Les matrices hessiennes de f sont donc:

-4 4 20 4 20 4
2 _ 2 _ — 2(_ -
v (0,0)_(4 _4), v2(v2,-v2) (4 2O)et v2(-v2,v2) (4 20).
(c) Onnote A1, 1, les valeurs propres de la matrice hessienne.
A +2A,=-8
e en(0,0:4 " ?
AMA2=0

Le réel 0 est donc valeur propre de la hessienne et la méthode du cours ne permet pas de conclure
quant a I'existence (ou non) d'un extrémum pour f au point (0;0).

A+1=40>0
* en (\/E —\/E) et (—\/Z, \/E): b
/11/12 =384>0
Ainsi, les 2 valeurs propres de H (\/5, -2 ) =H (—\/5, \/E) sont deux réels strictement positifs , ce
qui permet de conclure que f admet donc en ces deux points un minimum local qui a pour valeur

f(v2-v2)=f(-v2v2)=-s.

(d) Ona f(x,x)= A+ xt-2(x-x)2%=2x*=0au voisinage de x =0,

et f(x,—x) = x*+ (=x)* = 2(x + x)? = —8x* + 2x* ~ —8x% <0 au voisinage de x = 0.
X—

On a f(0,0) =0 et donc f change de signe au voisinage de (0, 0).
Ccl: f n'a pas d’extremum local en (0, 0).




4. (a) Pourtout (x,y) de R?,Ona:

f(x, y)—(x2—2)2—(312—2)2—2(x+y)2 = x4+y4—2x2—Zyz+4xy—x4+4x2—4—y4+4y2—4—2x2—2y2—4xy =-8.

(b) Onadonc: f(x,y) = -8+ (x2-2)2+ (y*-2)2 +2(x+ )? = f(x,y) = -8, pour tout (x, y) de R?.
Et comme f (\/5, —\/5) =f (—\/5, \/5) = -8, f admet un minimum GLOBAL en ces deux points .

5. La premiere nappe est la seule ot la fonction admet deux points ol il y a un minimum (global) de méme
valeur et c’est donc la seule possible pour f.

EXERCICE 2 : fonction d’une variable

1. .Vx€]0,1] (1-x)In(1-x)<0et—-x<0= f(x)>0.
——A—

€1l <0

Vx<0 (1-xIn(l-x)>0et—x>0= f(x)>0.
T

.flO)=1>0

Ccl: f est une fonction positive sur | — oo, 1[.

— 0= lim f(x)=0.
X—>—00

.Enl:onpose X=1-xavecx — 1" donc X — 0.

XIn(X)

X-1— -1
XIn(X) — 0~ parc.c.

Ona f(X) = et de plus { = f(X) — +o0 par quotient = lin} f(x) = +oo0.
e

1 .
3. Onaln(l-x) x;O—x:>f(x) olox 1 :>xlE10f(x) =1.

On en déduit que limo f(x) = f(0) etdonc que f est continue en 0.
Xx—
De plus f est continue sur ] —oo, 1[\{0} par quotient de x — —x et x — (1 —x) In(1 — x) elles mémes continues.

Ccl: f est continue sur | —oo, 1.

4. f estde classe C' sur]—oo,1[\{0} par quotient de x — —x et x — (1 - x)In(1 — x) elles mémes de classe C'.

De plus, pour tout x €] —oo, 1[\{0} on a:

InQ-x)+x
/ g
S = i oma=02
5. (a) )
x+In(1-x) ﬁ X+ (—x)+ (=) +0(x?)
2
= x? +0(x?)
52
(b) Dela question précédente on déduit que x +In(1 — x) = =

Or on sait que (1 — x)In(1 - x) = —X.
Donc par puissance puis quotient on a

2
' 2 ' 1
FOsz = JW53
2 1 . / 1
Par conséquent, f est de classe C" sur ] —oo, 1[\{0} et hmof (x)= 7
X—

1
Ccl: festde classe C! sur]—oo,1[ et que f'(0) = 7



6. (a) Onpose h(x)=x+In(1 - x) pour x €] — oo, 1[.

Ainsi définie h est dérivable, h(0) = 0 et de plus /' (x) = l_x

Nous obtenons donc le tableau de variation suivant :

h(x) + 0 -

Par conséquent: Vx €] —oo,1[, h(x)=0.
Ccl: OnabienVxe€]-o0,1[, x+In(1-x)=0.

h(x)
(1-xIn(-x)?’

(b) Enremarquant que VYx €] —oo, 1[\{0}, f'(x) = on en déduit que

Vxe]—oo,1[\{0}, f'(x)=0.

1
Par ailleurs, on a f'(0) = >

Ccl: Vx€]—o0,1[ f'(x) =0 et donc f est strictement croissante sur | —oo, 1[

1
7. Onsait que f(0) =1 et que f'(0) = 2 doncy=1+ g est’équation de la tangente a la courbe de f en 0.

Par ailleurs, f étant supposée convexe, sa courbe est située au-dessous de sa tangente.

On a donc I'allure suivante :

7
Asymptote verticale
J x=1
5
4
3
2 Tangente
b
: y=1+
7 6 5 -4 3 2 41 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Asymptote horizontale

y=10




