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EXERCICE 1 : Développement asymptotique de la série harmonique

Soit n ∈N∗. On rappelle que la série harmonique est la série
∑
kÊ1

1

k
.

On définit la suite (Hn)n∈N∗ par

∀n ∈N∗, Hn =
n∑

k=1

1

k
.

1. (a) En utilisant la décroissance de t 7→ 1

t
, montrer que, pour tout k Ê 2,

∫ k+1

k

1

t
d t É 1

k
É

∫ k

k−1

1

t
d t .

(b) En déduire que, pour tout n ∈N∗, ln(n +1)− ln2+1 É Hn É ln(n)+1.

(c) En déduire un équivalent de Hn .

2. On pose, pour tout n Ê 2, un = Hn − ln(n) et vn = un − 1

n
.

(a) Montrer que, ∀x >−1,
x

x +1
É ln(1+x) É x.

(b) Montrer que (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ sont adjacentes. Indication : étudier un −un−1 et vn − vn−1.

(c) En déduire l’existence d’un réel γ tel que Hn = ln(n)+γ+o(1).

Remarque : la constante γ s’appelle la constante d’Euler et vaut approximativement 0.577.

3. Compléter le code suivant pour qu’il affiche la sortie graphique ci-après illustrant le caractère divergeant de
la série harmonique :

� �
1 impor t numpy as np
2 impor t ma t p l o t l i b . p yp l o t as p l t
3

4 de f s e r i e_h ( n ) :
5 r e t u r n np . cumsum ( [ . . . . . . ] )
6

7 n = . . . . .
8 N=[k f o r k i n range (1 , n+1) ]
9 Y = . . . . . . .

10 Z=[np . l o g ( k ) f o r k i n N]
11 p l t . g r i d ( )
12 p l t . p l o t ( . . . , ’ ko ’ )
13 p l t . p l o t ( . . . , ’ k+’ )
14 p l t . show ( )� �
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EXERCICE 2 (khûbe obligatoire) : Étude d’une suite implicite (d’après oral HEC)

Pour n ∈N∗, on définit la fonction fn :R+ →R par

fn(x) = x2n+1 −xn+1 −1.

1. Soit n ∈N∗ fixé.

(a) Étudier les variations de fn sur R+.

(b) Montrer que fn s’annule sur R+en un unique réel xn et montrer que xn > 1.

2. En cherchant le signe de fn+1 (xn), montrer que (xn) décroît.

3. Montrer que (xn) converge vers 1.

4. (a) Montrer que h : x 7→ x(x −1) est une bijection croissante de [1,+∞ [ sur R+.

(b) Pour n ∈N∗, on pose un = xn
n . En exprimant, pour tout n ∈N∗,h (un) en fonction de xn , montrer que

(un) converge vers (1+p
5)/2.

(c) Déterminer un équivalent simple de xn −1 lorsque n →+∞.


