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A RENDRE LE MARDI 15 OCTOBRE

Exercice 1 : obligatoire

1. Pour i € N* on note B; : “A obtient une boule blanche au i-iéme tirage” et N; : “A obtient une boule noire au
i-ieme tirage”.
IIn’y a que 2 boules noires et le joueur A laisse place au joueur B des qu'il a tiré la premiere boule blanche.

Le support de X est donc: X(Q) =1{0,1,2}

De plus, al’aide de la formule des probabilités composées :

e P(X=0)=P(By) = %

1 2 1
» P(X=1)=P(N1NBp) = P(N) x Py, (B) = > x = =

§.
1 1 1
e P(X=2)=P(N1NN>NB3) = P(Ny) x PN, (N2 N B3) x PNy, (B3) = 3%3% 1= rt
o . 1 1 1 2
2. D’apres les précédents calculsona: E(X) =0 x 2 +1x 3 +2x =3
Déterminons E(X?) = Z k2 x P(X = k) (formule de transfert) :
keX(Q)
E(X?) = 0*xP(X=0)+12xP(X=1)+2°xP(X=2)

0><1+1><l+4xl
2 3 6
1

D’apres la formule de Huygens : V (X) = E(X?) - E(X)?.
, 4
De plus E(X)~ = 3

5
Conclusion : V(X) = 3

3. Lorsque B prend la main, la situation est déterminée par les résultats des tirages de A. De plus, I'événement
(Y =0) est réalisé lorsque B tire une boule blanche dés le ler tirage.

1
e si (X = 0) estréalisé I'urne contient maintenant 3 boules dont 1 blanche et 2 noires = Px—q (Y =0) = 3’

1
e si (X =1) estréalisé I'urne contient maintenant 2 boules dont 1 blanche et 1 noire = Px=1)(Y =0) = X

e si (X = 2) est réalisé I'urne contient maintenant seulement 1 boule blanche = Px-2)(Y =0) = 1.

D’aprées la FPT avecle SCE (X =0),(X =1),(X=2))ona:

P(Y=0 = Px=0(Y=0PX=0)+Px=1)(Y=0P(X=1)+Px=2(Y=0P(X=2)
- 1X1+1X1+1X1
2 2 3 6
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4. Comme B effectue des tirages successifs avec remise Y (Q2) = N. Cependant le nombre de boules dans I'urne
avant tirage par B est déterminé par les tirages de A, nous calculons donc les lois conditionnelles de Y
sachant (X =0),(X=1) et (X =2).

Soiti=1:

2\ 1
e Px—o)(Y=1)= (5) X 3 (1 blanche et 2 noires)

1\ 1
e Px=n(Y=1i)= (5) X 3 (1 blanche et 1 noire).

e Pix=2(Y =i) =0 (2 blanche et 0 noire).

Par conséquent, pour touti=1:

X

2 i
e P(X=0)N(Y=1i)=Px=0)(Y =))P(X=0) = (g) X

1.1
3 2
PUX=1)N(Y = ) = Py (¥ = DP(X =1 = (1] x Lok
. =D)NY =1) =Px=0(Y =0)P(X = )—(2) X3%3

e P(X=2)Nn(Y =1)) =Px=0)(Y =i)P(X=2)=0.

5. D’apresla FPT avecle SCE (X =0),(X =1),(X =2))ona, pourtout i =>1:

P(Y =1i) P((X=0)ﬂ(Y=i))+P((X=l)ﬂ(Y=i))+P((X=2)ﬁ(Y=i))

(2)’ 1 1 (l)l 1 1
= |z x=x=+|=| x=x=+0
3 3 2 12 2 3

SERE

Ainsi:

+00 +00
Y P(Y=1i) P(Y=0)+) P(Y=1i)
i=0 i=1

[+

1 1 +00 (9 i +4oo 1 i
- 5+6X Z(_) +Z(Z) par linéarité

2 1
= + 2 ] on reconnait des séries géométriques

= NI=NI= DN | [u—

+00
Conclusion: Onabien ) P(Y =i)=1.
i=0
6. Onavuque P(X=2)n (Y =1)=0etparailleurs P(X=2) = L #0et P(Y =)=t x 2+ (})° = 1 4
Par conséquent P(X =2)Nn (Y = 1)) #P(X =2)(Y =1).
Conclusion : Les variables X et Y ne sont pas indépendantes.
7. Espérance: Y admet une espérance si et seulement si la série Z iP(Y = i) converge absolument.
i=0

Ici tout les termes sont positifs donc il suffit de montrer que la série Z iP(Y = i) converge.
i=0



. . 1 1 A2y 1y
Y iP(Y=i) = Ox-+=xY i|[Z] +|Z
i=0 2 i=1 3 2

112 (2 i—-1 1 ,(l)i_l
= —|=Xilz| +z)ilz
613z 13 2iz1 \2

On reconnait une combinaison linéaire de séries géométriques dérivées premieéres de raisons 2/3,1/2 €] —
1;1[.

Donc par linéarité la série Z iP(Y = i) converge et de plus:
i=0

+00 1|2t 2 i—1 1t 1 i—1
Y iP(Y=i) = —|= z(—) += z(—)
i=0 61353 \3 25 \2
1(2 1 1 1 ]
= — |- X + — X%
613 (1-2/32 2 (1-1/2)2
1{2
= - —X9+—X4
63
1
= —x8.
6

4
Conclusion : Lavariable Y admet une espérance et E(Y) = 3

Variance : Montrons que Y admet un moment d’ordre 2 cad que Y? admet une espérance.

D’apres le THM de transfert cela revient donc a étudier la nature de la série Z iZP(Y =1)
i=0

Y i*P(Y=i) = Y [ii-D+ilP(Y=i)
i=0 i=0
= Y ii-DP(Y=i)+) iP(Y=1i)
i=0 i=0

Dans la deuxiéme somme on reconnait la série définissant E(Y) que I’on a étudié.
Etudions donc la nature de la série Z ii—-DP(Y=D= Z i(i—1)P(Y =1i) (définissant 'espérance de la variable

i=0 i=2

Y (Y —1) d’apres le THM de transfert).
1 2\ (1
1 a-nl2) + (2
5 x Z ii—-1) [(3) (2

i=2
- 2\ . 1)/
2 i;zzl(l_l)(g) +i2221(1—1)(§) }
1 2 2 . . 2 i—2 1 2 . . 1 i_2
5 (g) Zl(l—l)(g) + 5) i;z(z—l)(é)

i=2

i
Y i(i—-1P(Y =1)

i=2

Il
| -

On reconnait une combinaison linéaire de séries géométriques dérivées secondes de raisons 2/3,1/2 €] — 1;1[.

Donc par linéarité la série Z i(i—1)P(Y =i) converge (et donc la variable Y (Y — 1) admet une espérance).
i=2

De plus:
+00 1 2 2 400 2 i-2 12+oo 1 i-2
i(i-DP(Y=i) = =x|[|= ii-D|=| +[= i(i-1)|=
i:Zol(l )P(Y =1) 5 (3) i:ZZZ(z )(3 (2) ,-:Zzl(l )(2)
1 4 2 1 2 ]
= ZX|=X + =X
6 9 (1-2/33 4 (1-1/2)3
1 4 1 ]
= —x|=x2x27+-x2x%x8
(13 9 4
= —x[24+4]
7
-3

PP ., 14
On en déduit que Y (Y — 1) admet une espérance et que E(Y (Y —1)) = 3

Remarquons que Y2 =Y (Y -1)+ Y.
On vient de montrer que Y (Y — 1) admettait une espérance et on sait que Y admet aussi une espérance.



Donc par linéarité, Y2 admet une espérance et de plus
) 4 14
EY)=EXY(Y-1)+EY)= §+? =6.

CONCLUSION GENERALE : Comme Y admet un moment d’ordre 2, d’apres la formule de Koenig-Huygens, la
variable Y admet une variance et de plus :

4 2
V(Y):E(YZ)—E(Y)Z:G—(E) =,

Exercice 2 : khiibes ou facultatif

Partie I : une premiere expérience aléatoire

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On lance 7 fois une piece équilibrée, donnant “pile” avec probabilité % et “face” également avec probabilité %, les
lancers étant supposés indépendants.

On note Z la variable aléatoire qui vaut 0 si 'on n'obtient aucun “pile” pendant les n lancers et qui, dans le cas
contraire, prend pour valeur le rang du premier “pile”.

1. Z(Q) = [[0;n]]l. En effet, si 'on note Py 'événement élémentaire “on obtient “pile” au k-éme lancer” et
Fy =Py alorsona:

(Z=0)=Fin..nF, etpourtoutke([;n]] (Z=k =Fn..NnFr_1nNPg.

2. D’apres ce qui précéde et par indépendance des lancerson a:

P(Z=0)= (E) , etpourtoutke(l;n]] P(Z=k) = (E) X (5)

(3)" sik=0
Cel:| P(Z=K)=q T\
(3)" sikell;n]
3. .
Y P(Z=k) = P(Z=0)+) P(Z=k)
keZ(Q) k=1

Il
—
DN~
N—

N
+
1=
—_——

- e
Wy
= 1.

4. Lacommande nr.binomial(1,0.5) sert a simuler une loi de Bernoulli de paramétre %

def simule Z(n):
k=0
Z=0
lancer=0
while (lancer ==0) & (k+1 <= n):
lancer = nr.binomial (1,0.5)
if lancer = 1:
7=k
7=7+1
10 k=k+1
11 return Z
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Partie II : une deuxiéme expérience aléatoire

On considere dans cette partie une deuxiéme expérience aléatoire a I'issue de I'expérience décrite dans la pre-
miere partie.

On dispose de n + 1 urnes Uy, ..., U, telles que, pour tout k € [[0; n]] 'urne Uy contient k boules blanches et n — k
boules noires.

On effectue des tirages d'une boule, au hasard et avec remise dans ces urnes, de la fagon suivante :

« Si apres les lancers de la piéce décrits dans la premiere partie, la variable Z prend la valeur k = 1, alors on tire
une par une et avec remise, k boules dans l'urne U} et 'on note X la variable aléatoire égale au nombre de boules
blanches obtenues a 'issue de ces tirages.

« Sila variable Z a pris la valeur 0, aucun tirage n’est effectué et X prend la valeur 0.

1. X(Q) =[[0; n]l. En effet, X = 0 est possible lorsque Z = 0. Par ailleurs pour k € [[1; n]] et si (Z = k) est réalisé
alors X peut prendre la valeur k puisqu'’il est possible de tirer la boule numéro k dans I'urne Uy.

2. Soiti € X(Q).

(@

(b)

(c)

3. (a

Si 'événement (Z = 0) est réalisé alors X prend la valeur 0 et ne peut donc pas prendre une valeur
i €[[1;n]l.

1 sii=0

0 siiell;nll

Sil'événement (Z = n) est réalisé alors on tire une par une et avec remise n une boules dans I'urne U,
qui est composée de n boules blanches. Par conséquent, on tire n boules blanches et X prend la valeur
n. La probabilité Pz, (X = i) vautdonc 0 pour i € [[0;n— 1]l et P(z=p(X =n) = 1.

CLI:P(Z:n)(X: i)= {0 SLi€ [[0”1_1]]

Ccl: P(Z=0) (X=i)= {

1 sii=n

Soit k € [[1;n—1]]. Si (Z = k) est réalisé alors on tire une par une avec remise k boules dans I'urne Uy
qui est composée de k boules blanches et n — k boules rouges.

lercask<isn: Py-)(X =1)=0car onne peut pas tirer plus de boules blanches (= i) que de tirages
effectués (= k).

2eme cas0<i< k: La variable X revient donc a compter le nombre de succes (= tirer une boule
blanche) au cours de k répétitions (= les k tirages dans 'urne Uy) d’épreuves de Bernoulli de parametre
p= % (= probabilité de tirer une boule blanche dans I'urne Ug). On reconnait donc une loi binomiale,

ainsi :
K\ [k i k k—i
panox=0=[¥| (] (1-4
il\n n

0 sik<i<n
Ccl:Vkell;n—1], Pu-pX=1i)= (k)(k)"( k

k—i )
1——) si0<i<k
n

il\n

D’apres la formule des probabilités totales a I'aide du systeme complet d’événements ((Z = §)) ;e 0.1

Z Pz-1n(X=0)P(Z=k)
k=0

P(X=0)

n-1
= Pz—0)X=0P(Z=0)+ Y Pz=ky(X=0)P(Z=k)+Pz=n)(X =0)P(Z=n)
— k=1 —_—

o -5+

1 n-1

= 1X2—n+z

k=1

+0




1 "=lin—k\k
Ccl:|P(X=0)=—+ A
s ( ) 2" Xz:l( 2”)

>



(b) Delaméme maniere, d’apreslaformule des probabilités totales al'aide du systeme complet d’événements
((Z=5) keqonp *

P(X =n)

Y Pze(X=nP(Z=k)

k=0

n-1

Piz-)(X=mP(Z=0)+ Y. Pz=ty(X =0)P(Z = k) + P(z—p)(X = n)P(Z = 1)
———— k=] ~———— | —

=0
1

2}1

Ccl:

1
P(in)zz—n.

— =1

(c) Soit i € [[1;n—1]]. Toujours, d’apres la formule des probabilités totales a I'aide du systeme complet

d’événements ((Z = k)

P(X=1i)

ke[[0;n]) *

P—p(X =i)P(Z=k)

n
)3
k=0
i-1
2
k=0

~1[1== —
,;. i n) ( n) 2k
e
o \if\n) \2 n
n-1{p k i n—k k—i
i) ) )

I

n-1

k=i

1

2

=

Pz-pyX=0P(Z=k)+ Z Pz-iyX=0)P(Z=k)+Pz=n)(X =1)P(Z=n)
[ — [ —

=0

Ccl:

Vie(ll;n-1], PX=0)=)

n-1

k

k=i

fl

I

2n

n—k)
2n

k-1




n n-1
Y P(X=i) = PX=0+) PX=0)+PX=n)
i=0 i=1
1 "=lin—k k  n-1n-1 K\ k i n—k k—i 1
- e EERELE
2n =\ 2n i k:i(’) 2n 2n 2"

1 n-1 k k 0 n—k k-0 n-1 k k i ek ki
= + ( )(_) ( ) + Z( )(—) ( ) par intervertion des sommes

—
N
|
—
i
—

N = N =

5. (a) Enutilisantnr.binomial (1,k/n,1) on peut simuler le fait de tirer une boule blanche dans une urne
contenant k boules blanches et n — k boules noires ; en codant une boule blanche par 1 et 0 pour une
boule noire.

(b) Fonction qui simule la variable X :

def simule X(n):
Z = simule_Z(n)
if Z= 0:
X =0
else:
X = nr.binomial(n,Z/n, 1)
return X[0]
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