DMS8
A RENDRE LE JEUDI 19 DECEMBRE

EXERCICE 1:

Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on pose, si ces intégrales convergent :

I f+°° In(1) ] fl In(1t) ) K f+°° In(1)
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Dans cette partie, on fixe un entier n supérieur ou égal a 2.

In(¢)

1. (a) Démontrer: 1

~ In(1).

+ 1" t—0
1
(b) Démontrer: Vy € ]0, 1],[ In(f)=-1+y—-yIn(y).
y
1
En déduire que 'intégrale f In(¢) converge et déterminer sa valeur.
0

(c) Démontrer que l'intégrale définissant J, converge.

1
2. (a) Calculertlirgrl (tg n( )

1+¢"

(b) En déduire la nature de 'intégrale définissant K,.

3. Quelle est la nature de I'intégrale définissant I, ?

EXERCICE 2 : Loi de Pareto
Partie 1 ( obligatoire) : propriété d’'une loi de probabilité

On désigne par c un réel strictement positif et on considere la fonction f définie par :

ix=
phpT: six=1

f)=

0 six<1
1. Montrer que f peut étre considérée comme une densité.
On considere dans la suite une variable aléatoire X de densité f et on note F sa fonction de répartition. On dit
que X suit la loi de Pareto de parametre c.
2. Déterminer, pour tout réel x, 'expression de F(x) en fonction de x et c.

3. Soit t un réel strictement supérieur a 1.

(a) Déterminer, en distinguant les cas x = 1 et x < 1, la probabilité conditionnelle P(x> (X < tx).

X
(b) En déduire que laloide s conditionnellement a I'événement (X > t), est la loi de X.



Partie 2 (facultative / khiibes) : réciproque de la propriété précédente

On considere une variable aléatoire Y de densité g nulle sur | —oo; 1, strictement positive et continue sur [1; +ool.
On pose ¢ = g(1) et on note G la fonction de répartition de Y.
Dans toute la suite, on suppose que, pour tout réel ¢ strictement supérieura 1, on a:

e P(Y>1>0
e Laloide —, conditionnellement a I’événement (Y > ¢), estlaloide Y.
On veut alors montrer que Y suit la loi de Pareto de paramétre c.

4. Justifier que G(1) =0.

5. (a) Etablir'égalité :
G(tx)—-G(p)

Vx=1,Vi>1, G(x)=
1-G(2)

(b) Justifier que G est de la classe € 1 sur]1; +oo[ et en déduire que:

tG'(tx)

Vx>1,Ve>1, Gx)=
1-G(1)

(c) Montrer enfin la relation :
t
Vi>1, GO+-G (=1
c

6. Dans cette question, la lettre y désigne une fonction de classe € Lsur 11; +oo[ qui, a tout réel ¢ de ]1; +ool,
associe y(t).

On note (E7) 'équation différentielle y + E y' =0 et (E2) I'équation différentielle y + é y =1
Il convient de noter que ces équations différentielles ne sont pas a coefficients constants.
(a) Soit z la fonction définie par z(¢) = t°y(f). Montrer que y est solution de I'équation différentielle (E;)
si, et seulement si, z est constante sur |1; +ocol.
(b) Ennotant K la constante évoquée a la question 6.(a), donner toutes les solutions de (E).
(c) Trouver une fonction u, constante sur ]1; +ool, et solution de I'’équation différentielle (E>).
(d) Montrer I'équivalence : h est solution de (E2) <= h — u est solution de (Ej).

(e) En déduire que les solutions de I'’équation différentielle (E») sont les fonctions h définies par :
K
Vi>1, h(H)=1+—
tC
7. (a) Montrer finalement quel'ona:
1
Vi>1, G)=1-—
tC

(b) Vérifier que cette relation s’étend a [1; +oo[ puis conclure quant a laloide Y.

Partie 3 (obligatoire) : simulation d’'une variable suivant la loi de Pareto de parametre c

8. On pose Z =In(X) et on admet que Z est une variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé que
X. On note H sa fonction de répartition.
(a) Pour tout réel x, exprimer H(x) al’aide de la fonction F.
(b) En déduire que Z suit une loi exponentielle dont on précisera le parametre.

(¢) Ecrire une fonction Python d’en-téte def simulX(c) et permettant de simuler X.



EXERCICE 3 : Loi de Grumbel

Soit V une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre 1, dont la fonction de répartition est la
six=<0

1-e* six>0

On pose W = —In(V) et on admet que W est aussi une variable aléatoire dont la fonction de répartition est notée

Fw. Ondit que W suit une loi de Grumbel.

0
fonction Fy définie par: Fy(x) = {

1. (a) Montrerque: VxeR, FW(x)ze’efx

(b) En déduire que W est une variable a densité puis déterminer une densité pour W.

On désigne par n un entier naturel non nul et par X;,..., X, des variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé, indépendantes et suivant la méme loi que V, c’est a dire laloi &(1).

On considere la variable aléatoire Y}, définie par Y,, = max(X;, X»,..., X), c’esta dire que pour tout w de Q,on a:
Y, (w) = max(X; (w), Xz (w),..., X, (w)). On admet que Y}, est une variable aléatoire a densité.

2. Onrappelle quenr.exponential (1,n) simule n variables aléatoires indépendantes et suivant toutes la loi
exponentielle de parametre 1.
Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle simule la variable aléatoire Y.

1 def simuleY(n):
2 x=nr.exponential (1,n)
3 y= ...

4 return y

N

3. (a) Montrer que la fonction de répartition Fy, de Y), est définie par :

Fy (0 0 six<0
X) =

¥ 1-e™" six=0

(b) En déduire une densité fy, de Y.

4. (a) Donner un équivalent de 1 — Fy, (¢) lorsque ¢ est au voisinage de +oo, puis montrer que l'intégrale

+00
f (1-Fy, (1) dt est convergente.
0

(b) Etablir, a I'aide d’une intégration par parties, I'égalité suivante :
X X
Vx>0, f (1-Fy, (1) dt = x(1- Fy,(x)) +f tfy, (1) dt
0 0

(c) Alaide de la question 3.(a), montrer que B} liI£_1 x(1-Fy, (%) =0.
—>+00

(d) En déduire que Y; possede une espérance et prouver |'égalité :
+00
E(Y,) = fo (1-Fy,(n) dt

5. (a) Montrer, grace au changement de variable u=1-e"!, quel’'ona:

1-e7* 1 n
—Uu
du

VYx=0, f (1-Fy, (1) dt:f
0

0 1-u

X no(l1—e* k
(b) En déduire que fo (1 - Fy,( t)) dt= Z % puis donner E(Y;) sous forme de somme.
k=1



