DM9 DE NOEL
CORRECTION

EXERCICE

Partie I : Etude de espace &

1. 04 = M(0,0) donc 04 appartienta &.

2. (a) Soita #0.

a 0 0 a a a a
r(M(aO)):raooa:raa:razl
§ ’ & a 0 0 a § a a § a
0 0 0 O 0 0 0
(b) Soit b #0.
0O 0 0 O
0O 0 0O
rg(MO,b) = rgl, o 4 o = r&lb b b b) =1
b b b b
3. Sans aucune difficulté on a:
a 0 0 a 1 0 0 1 0 0 0 O
_J]a 0 0 a N 1 00 1/]0 0 0 off _
&= 4 0 0 ol /@Ry = Vect|| Ll o 0 ol = VeetMa,0,M@,D)
b b b b 0 0 0O 1 1 1 1
Or les matrices M(1,0) et M(0, 1) sont clairement non colinéaires.
Ccl : & est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de .4 (R).
4. Onremarque que :
1 1 1 1
1 1 1 1
M(1,0) x M(0,1) = 111 1
0 0 0 O

Donc le produit M(1,0) x M(0,1) n’appartient pas a &.

Ccl: L'espace & n’est pas stable par produit.



Partie Il :Ftudeducas a#0eth #0

5. Déterminons Ker(M/(a, b)) :

Ker(M(a, b)) {U € My (R) M(a,b)U =0}

X a 0 0 allx 0
= y / a 0 0 ally _ 0
z a 0 0 all|z 0
t b b b bj\t 0
X
=l { ax+at =0
z bx+by+bz+bt =0
t
by
= < JZ/ /{x+;ii+t ;8 caraZ0etbh#0
t
X
=l /{x =—t
z y =-2
t
-t
= | 7?1 @ner?
z
t

On adonc
-1 0
0 -1
Ker(M(a, b)) = Vect o'l 1
1 0

Or M(a, b) est la matrice de 'endomorphisme f dans la base canonique doncon a:

Ker(f) = Vect((-1,0,0,1),(0,-1,1,0)).

Or v3 et v4 sont clairement non colinéaires, donc (v3, v4) est une base de Ker (f).

Ccl: Ker(f) = Vect(vs, v4) est bien un sous-espace vectoriel de dimension 2 de R4,

6. Soit P la matrice de passage de la base canonique a la famille 8’ = (v1, v2, V3, v4).

Montrons que P est inversible :



La matrice P est donc inversible.

rg(P)

Ccl: B' = (v1, v2, U3, V4) est une base de R*.

7. Déterminons P71,

x a
Soient X = | ety = b .
z c
t da
11
0 % % 0
1 -1 -1
avec| P71 = 2 2 .
P A
o -1 1 o

PX=Y

1 0 -1 O
_ Lt 0 0 -
= T8l11 0 0 1
01 1 0
1 0 -1 O
_ |00 -1
= "8lo o 1
0 1 0
1 0 -1 O
I 0
= "8lo o .
0 0 1 1
1 0 -1 O
RN [N B
= T8lg0 1 -1
0 0 O 2
= 4
X-y =a
x—t =b
—
X+t =c
y+z =d
X-y =a
XxX—r =
— K
2x =b+c
y+z =d
y =x—-a
<x—t =b
—
X :%%c
z =d-y
y =—a+$%c
<x—t:
—
X :Q%c
z a—%%c+d

8. D’apres la formule du changement de base on a:

N =P'M(a,b)P



D’ot1 par produits matriciels :

0 1 4 0)fa 0 0 a){1 0 -1 0
N_l—%—%laOOalOO—l
|-t 2 3 offa 0 0 aff1 0 1
0 -3 3 0J\b b b bJlO1 1 0
1 1
(l)_fl_il?aaoo
:_lffoaczOOaaOO
2. 2
O_%%Osbboo
a a 0 0
_I3b b 0 0
10 0 0 0|
0 000

9. (a) Remarquons que la matrice A— AI, est inversible si et seulement ’équation (A— AI,)X = 0 admet
comme unique solution X = 0.

En prenant les négations des deux proposition de cette équivalence on retrouve bien ce qu’il est de-

mandé.
x
(b) Soit X =|7].
z
t
a a 0 0)[x X
B 3b b 0 O||ly|_.,|Y
NX=1X < OOOOZ_AZ
0 0 0 0\t ¢
ax+ay Ax
— 3bx+y _ Ay
0 Az
0 At
ax+ay\ (Ax L
— 3bx+by)_(/1y) et z=t=0 (car1#0)
S a alfx)_(Ax et z=1t=0
3b b)ly) 1y e=t=
x

(c) D’apres la question 9.(a) A est une valeur propre de N si et seulement s'il existe une matrice colonne
X € My (R) non nulle telle que NX = 1 X.

Or d’aprés la question précédente une telle matrice colonne X non nulle existe si et seulement si
X x

T( ):/1( ) et z=t=0.
y y

a o . . X )
Or comme X est supposée non nulle, il s’ensuit que la matrice colonne U = ( ) de .4 (R) n'est pas
nulle.

Larelation TU = AU équivaut alors (toujours d’apres la question 9.(a)) a ce que A soit une valeur propre
de T.

Ccl: Onadoncbien montré I'équivalence: | A est une valeur propre de N si et seulement si A est une valeur proy

(d) Onsuppose (a,b) =(1,1).

D’apres la question précédente il suffit de déterminer les valeurs propres de 7.

Or d’apres la définition :



A estune valeur propre de T T —AI, n’estpasinversible

1-1 1 , . .
( 3 1- )L) n’est pas inversible
(1-21)%2-3=0 (en utilisantle rappel sur I'inversibilité des matrices 2 x
1-2A+212-3=0

A2-21-2=0

Ae{1-V3;1+V3} (A=12)

[

Ccl: les valeurs propre de T et donc de N sont {1 — V3;1+ \/§}
(e) Onsuppose (a,b) =(1,-1).

En raisonnant de la méme maniere :

A estune valeur propre de T T—-AL, n’estpasinversible
-4 1 n’est pas inversible
~3 -1-1 P

(I1-1)(-1-A1)+3=0 en utilisant le rappel
1-214+1%2-3=0

A2+2=0

A?=-2 ABSURDE!

rere v

Ccl: T et donc N n'admet pas de valeurs propres réelles.

PROBLEME

Partie A : Etude de la fonction ¢

1. Lafonction ¢ est continue sur ] — oo, 1[ par théorémes généraux.
Montrons que ¢ est continue en 1 :

lim 1-x=0"

Onag(l)=1letdeplus{ * 1" . o = lim 0-x)InQ-x)=0et| lim @x)=¢Qd)|
le}ﬁ XIn(X)=0 parcroissances comparées x—1~ x—1-

Ccl: ¢ est continue sur | —oo, 1[ et en 1 donc elle est continue sur ] — oo, 1].

2. (a) Lafonction ¢ est de classe € sur]—oo,1[ par théorémes généraux.
De plus, pour tout x € ] — oo, 1],

/ 1-x /
(p(x)zl—ln(l—x)—m => |9 x)=-In1-x)|

b ¢'xX=20 © Inl-x<0 o 1-x<1 o x=0.
Ccl : La fonction ¢ est :
¢ strictement croissante sur [0, 1]
* p0)=0;
* strictement décroissante sur ] — oo, 0]
(c) Etudions la limite du taux d’accroissement :
eXxX)—pl) x-1+(1-x)Inl-x
x-1 - x-1

=1-Inl1-x) — +oo0 carln(l-x) — +oo
x—1 x—1-

Ccl: ¢ n’est pas dérivable en 1. Sa courbe admet tout de méme une demi-tangente verticale en 1.

x+(1-x)In1-x)
x+In(1-x)—xIn(1 —x)
—xIn(1—x)+o(xIn(1-x)) carx+In(1—x) _ioo(xln(l—x)).

@(x)

Ccl:| p(x) _;o—xln(l —x) etdonc xinloo(p(x) =400 |

4. ¢ En1:lacourbe admet une demi-tangente verticale (puisque le taux d’accroissement tend vers +o0o).

« En0: ¢ est de classe €1 au voisinage de 0 par théorémes généraux et ¢ (x) = ﬁ donc ¢"(0)=1>0.

Par conséquent la courbe de ¢ est au-dessus de sa tangente Ty en 0. Or ¢’ (0) = 0 et ¢(0) = 0 donc Ty a pour équation Ty : y = 0.



5. (@)

(b)

1
« La fonction ¢ — ¢ In(#) est continue sur ]0, 1]. Lintégrale f t In(#)dt est donc uniquement impropre en 0.
0

« Soit A €]0,1]. On procéde par intégration par parties (IPP).

, 1
u = In® v@ = P
1
"o = ¢ n = -t
v () v(t) >
Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe € sur le segment [A, 1].
On obtient :
1 1 1l 1
f tin(nde = [—tzln(t)] —f —x =r%dt
A 2 A At 2 )
1 1
= EM—Azln(A))—Ef tdt
A

1 171,11
= ——Azln(A)——[—tz]

2 212" |4
= 1 A%In(A) - l(1 - A%
B 2 4

—_ —

A—0%

lim A2 In(A) =0 par croissances comparées
1 car{ A—0
4

lim A% =0.
A—0

1 1
Ccl: On en déduit que I'intégrale f t In(#)dt est convergente vaut — i
0

« D’apres la question 1., la fonction ¢ est continue sur le segment [0, 1].

1
Lintégrale f @(t)dt est donc bien définie.
0

1
f @ndt
0

o Par linéarité :

1
f t+(1-0In(1-ndt
0

1 1
f tdt+f 1-nIn(d-ndr
0 0

1 1
Notons qu’on peut bien appliquer la linéarité de l'intégrale car les intégrales [ p(t)dtet [ tdt sont convergentes, et donc
0 0

1
I'intégrale f (1-1) In(1-r)dt est bien convergente.
0

1
ftdt:
0

1
e Pour calculer l'intégrale f (1-19In(1-1dt (dont on sait qu’elle est convergente), on effectue le changement de variable
0

Tout d’abord :

1Lt 1
_tz] Ly L
2,7 2

affineu=1-1¢.
On obtient alors :

1 0 1
f 1-tIn(1-0dt = f uln(u) (- du) = f uln(u) du = —1
0 1 0 4

ol la derniere égalité est obtenue grace a la question précédente.
1

1 11
Ccl:Onendéduit:f pdt=-——-=-.
0 2 4 4

Remarque

1. Le programme officiel stipule que “les changements de variable affines pourront étre utilisés directement sur des intégrales
sur un intervalle quelconque”. Pour autant, ce type de changement de variable ne peut se faire qu’apres avoir démontré la
convergence (ce qu'on a bien fait en premier lieu).

2. Cela signifie aussi que, de maniere générale, on ne peut effectuer de changement de variable directement sur une intégrale
impropre : on doit se ramener au préalable sur une intégrale sur un segment.



Partie B : Ftude de deux séries

Soit x un réel appartenant a [0, 1[.
6. (a) SoitneN*etre0,x]:
1l 11—

—_—— Z T —— en reconnaissant une somme géomeétrique
-t = 1-t 1-t¢

(b) Soit neN*.

1-¢

X gh x 1 n-1
f dr = f — Y Flar
o 1—-¢ o \1-1¢ =0

x 1
En remarquant que —In(1 —x) = f ——dt, on pense a intégrer 1'égalité précédente entre 0 et x.
0

On trouve donc :

1 xn-1 k
= f —dt- t" par linéarité
o 1-t 0 £=0
n-1 px k
= —-In(l-x)- Z t"dt anouveau par linéarité
k=00
n=1[ s+l x
= —-In(l-x)-
( ) ,;0 k+1 0
n-1
= —ln(l—x)— _k+1
kgok+1
D’ol le résultat.
7. Soit ne N*,
" t"
Pourtoutte[0,x]onal—-t=21-x=>0< < .
1-¢t 1-x

En intégrant cet encadrement sur [0, x] (avec x = 0) et par croissance de I'intégrale on obtient 'encadrement :

X t" X t" 1 X
0<f dtsf dt=——| t"dt
o 1—t o 1—-x 1-xJo

X
f t"dt =
0

xXogh 1
Ccl: on a bien montré : Vne N*, Osf —dt € ———.
o 1—-t n+1)(1-x)

X
n+1 1

n+1l’

n+1

0

1
On a évidemment lim —————— =0 (puisque x est fixé et 'on fait tendre n — +00).
n—+oo (n+1)(1-x)

X n

dt=0].

D’apreés le théoreme d’encadrement on obtient donc| lim
n—+ocoJog 1-t

8. D’apres la question 6.(b) ona:

n-1 yk+1 x gn
vneN*, :—ln(l—x)—f dr.
=0 k+1 o 1—-t

M
1-1

dr=0.

n X
X
= z * par changement d’indice et d’apres la question 7 on sait que linl f
n—+oo 0

n

no ok X
On en conclut que " lirr+1 Y e In(1 - x) ce qui montre que la suite des sommes partielles de la série ) ~— converge.
oo
k=1

n=l1
e +00 41
Ccl:Lasérie ) — convergeetona:| y — =-In(1-x) |
n=1 1 n=1 1
S P " 1 1
9. (a) De maniére immédiate on trouve: VneN*, ——M = — — ——,
nn+1) n n+l
Donc|a=1et b=-1 |conviennent.
(b)
xn+1 B Z xn+1 xn+1
nzln(’H’l) n>1 N n=1 n+1
x" P

n
= X Z —_— ( Z —_—— x) le ler terme de la 2éme somme vaut x

X . .
= (x-=-1 Z — +Xx carles deux sommes précédentes sont identiques
n=1



On reconnait la série dont on a prouvé la convergence a la question précédente.

xn+1

Donc la série Y e
n(n

n=1

converge et de plus :

+00 xn+1 +00 .1

Y ——— = x-D) —+x
n=1 1

=1 n(n+1)
= (x-Dx(InQ-x)+x
= x+(1-x)In(1-x)
= @x).

1 1 1
10. Lasérie ) ——— =) ——
n;l”(”‘H) psih n+l

est une série télescopique.

Cette série converge car la suite (,ll) converge et de plus
n

1t 1 . 1
- ——=1- lim —— =1=¢().
=1 n ntl n—+oon+1
+o00
Ccl : La série et = ().
== ,gln(nﬂ) E‘ln(nﬂ) ¢

Partie C : Application en probabilité

11. (a) Pourtout ke N*, onnote:
* By “on obtient une boule bleue au k tirage”
* Rj. “on obtient une boule rouge au k tirage”
Soit n e N\ {0, 1}.

Lévénement (N = n) est réalisé si et seulement si lorsque I'expérience s’arréte, I'urne contient n boules, c’est-a -dire n -1
boules bleues et 1 boules rouges. Autrement dit, (N = n) est réalisé si et seulement si, lorsque I’expérience s’arréte on a ajouté
n—1-1=n-2boules bleues dans l'urne, c’est-a -dire si et seulement si on a pioché n — 2 boules bleues puis la boule rouge.

Ainsi :
(N=n) = Bin...NnBy_2NRy_1

On en déduit par la formule des probabilités composées :

P((N =mn))

P(Bin...nBy—2NRp—_1)

= [Pl’(Bl) xPpg, (B2) x PBlng ({33) x oo xPg n..AB,_3 (Bn-2) xPB,n..nB,_, (Rn-1)
i

= X X

X o x e x
213 4 n-1 n

nn-1)
(b) Lavariable aléatoire N admet une espérance si et seulement si la série Z nP(N = n) converge absolument.
n=2
o N e 1 1
Or la série est a termes positifs et Z nP(N=n)= Z — = Z —.
n=2 nse =1 S5k

On reconnait la série harmonique qui est divergente donc Z nP(N = n) diverge.
n=2
Ccl: N n’admet pas d’espérance.

12. On remarque que tant que I'expérience continue, il y a une boule rouge et un nombre b de boules bleues. A chaque étape la

probabilité de tirer une boule bleue est donc b_ﬁl

' 1 def simuleN(): ‘

‘ 2 b=1 #b designe le nbre de boules bleues dans | urne ‘

B while rd.random ()<b/(b+1) : ‘

‘ 4 b=b+1 ‘

‘ 5 return b ‘
13. (a) Sil'’événement (N = n) est réalisé cela signifie que dans la définition de T le maximum se fait sur Xj, ..., Xj.

Ainsi, pour tout xeR:

P(N:n)(TSx) = P@max(Xjy,..., Xn) <x)

P((X1 <0 N...0(Xy <X)

P(X; <x)x..xP(X, <x) carlesvariables sont mutuellement indépendantes
= [F (x)) " car F est la fonction de répartition commune de toutes les variables.



14.

(b)

(a)

(b)

(c)

(d

(e)

D’apres la formule des probabilités totales a I'aide du systeme complet d’événements ((N = n)) neli2,+oo 0N A"

+00
P(T<x) = ) Pu=p(T<x)P(N=n)
n=2

+00

= ) (Fw)"x

1
=2 nn-1)
+00 (F(x))kﬂ
- 1;:"1 k(k+1)
= ¢(F(x)) dapreslerésultat de la question 9.(b)

‘ 1 def simuleT():
2 N=simuleN ()
B return np.max(nr.random(N))

-—

La fonction mystere créée trois échantillons de 1000 réalisations de la variable T puis stocke leurs moyennes empiriques
respectives dans la liste m.

Les sorties donnent trois nombres proches de 0.75.

On peut donc| conjecturer que T admet une espérance et que E(7) = % .

D’apres la question 13.(b) ona: VxeR, P(T <x)=¢(F(x)).
0 six<O0
Or dans cette question, les X; suivent le loi %/[0,1], donc F(x) =< x six€[0,1] .

1 six=1

0 six<0
Par ailleurs ¢(0) =0 et ¢(1) =1 donconabien| P(T <x) =1 ¢(x) sixe[0,1[ |

1 six=1

Notons G la fonction de répartition de T et montrons qu’elle vérifie les conditions d'une fonction de répartition d'une vari-
able a densité.
D’apreés la question précédente on a:
0 six<0
Gx)=4px) sixel0,1].

1 six=1
« G est de classe €' sur R\ {0, 1} par théorémes généraux.
» G est donc continue sur R\ {0, 1} et de plus :
lim G(x)=0
x—0~
G0)=0 = G est continue en 0.

lim G(x)= lim x=0
x—0" x—0
De méme on montre que G est continue en 1.
Donc G est continue sur R.
Ccl : T est une variable a densité.

On obtient une densité de probabilité g de T en dérivant G la ot cela a un sens. Ainsi, en complétant la fonction par 0O en 1,
on obtient:

@'(1) sitel0,1] -In(1-1 sitel0,1[
g = . > gn= . .
0 sinon 0 sinon
On notera queln(1 — t) est négatif sur [0, 1[ et donc g est bien positive.

+00

1
La variable T'admet une espérance si et seulement sil'intégrale f tg()dt =— f tIn(1 - r)dt converge absolument.
0

—00
Par changement de variable affine on

1 0 1
f tln(l—t)dt:—f (l—u)ln(u)du:f (In(u) — uln(u))du
0 1 0

Or:

1
. f uln(u)du converge et vaut —% (vu ala question 5.(a) de la partie 1)
0

1
. f In(u)du converge et vaut -1 (intégrale logarithmique).
0



1
Donc par linéarité 'intégrale f tIn(1 - t)dt converge
0

1 1 1
f tin(l1-1ndt f ln(u)du—f uln(u)du
0 0 0

= -1+1
- _3 4
= 3
Or
1 1 3
f tIn(1-0dt = —f tn(1-8d=-.
0 0 4
+00
Doncf tg(t)dt converge et vaut ?—l.
—00

Ccl: T admet une espérance et| E(T) = ?—1 .

(@) Si X suitlaloi &(A) alors sa fonction de répartition F est donnée par :
1-e M six>0
F(x) = i .
0 sinon
(b) En notant G la fonction de répartition de T ona:
Glx) = ¢(FW)

ler cas : x < 0. Dans ce cas G(x) = ¢(0) =0.

2&me cas: x = 0. Dans ce cas e ¥ € [0,1] puisque A > 0= 1—e~4* € [0, 1].

Donc,

p(l-e ) = 1-eM4(1-1-eM™)In(1-1-e 1Y)

= 1-eM 4 eMin(e )
= 1-eMiel-Ax)
= 1-(1-Ax)e A*

1-(1-Ax)e ™M six=0
Ccl:| G(x) = .

sinon

(c) Lafonction G est:
« de classe €1 sur R* par théorémes généraux
« elle est donc également continue sur R*, de plus elle est continue en 0 puisque :

lim G(x)=0
x—0~
G0)=0

lim G(x) = lim 1-(1-Ax)e =0
x—07" x—0

Ccl: T est une variable a densité.
De plus on obtient une densité g de T en dérivant G la ou1 cela a un sens et en ajoutant une valeur arbitraire en 0. D’ol :

. 0 sit<0
§: A2te A sit=o.

En effet, détaillons le calcul de la dérivée sur R :

A-A1-A)e At
= (A-A+2A%)e M
_ AZe—/lt

Vt>0, G'(1)

+00

+00
(d) T admet une espérance si et seulement sil'intégrale f tg(ndt= f 222eMar converge absolument.
0

—00
La fonction étant positive, il suffit de montrer que I'intégrale converge.

De plus:
+

+00 o0
f 2o Mgy = /lf Zx e Mar
0

0
+00
/lf tzfx1 (n)dt ou fx, désigne une ddp de X;
—00

+00
Or on sait que Xj suit la loi &(1), donc X7 admet un moment d’ordre 2 (et une variance) donc 'intégrale f 2 le (ndt
—00

converge et vaut E(X f).
De plus d’apres la formule de Koenig-Huygens on a :

V(Xy) = E(X2) - E(Xp)2 2) _ 2 o 1 (1P_2
1) = E(X? VP e EOD=VOHEX)? e EXD =+ 5) =



Il s’ensuit que :

2
Ccl: T admet une espérance et| E(T) = 1t

+0o
f 2 fx, (ndt

AE(X?)
Ax &
2 A

T

11



