CORRECTION DU DS1

EXERCICE 1:

1 -1 2
On considere lamatrice A=| -4 1 4
-4 -2 7

1. (a) Oncommence par calculer explicitement la matrice A—31:

-2 -1 2
A-3I=| -4 -2 4 |.
-4 -2 4

On en déduit par calculs matriciels que| (A—31 )2=0|

(b) Comme A et 3] commutent, on peut aussi développer la relation précédente pour obtenir :

1
A2—6A+9I=0 < 9I=6A-A*> = 9[=ABI-A) = A(§(61—A)):I.

1
Ccl :| La matrice A est inversible et A™! = 3 6I-A)|.

X

2. (a) SoitX:( y )e./%g,l(lR{).
z

AX=3X < (A-3D)X=0
—2x-y+2z =0
— —-4x-2y+4z =0
—4x-2y+4z =0

< y=2z-2x cartoutes leslignes sont proportionnelles

X
— X=| 2z-2x
z

~ el 34

e
ol 1))

Vect(Up,Us).

Par conséquent :

1



1 0
enposant: Uy =| -2 et Uy=| 2
0 1
(b) La question précédente montre que la famille (U;, U>) est génératrice de F.
Par ailleurs, (Uy, U») est libre puisque les vecteurs sont clairement non-colinéaires.

Conclusion :| (U, U,) est une base de F.

1 0 -1
3. OnnoteP=| 0 2 1
1 1 0

(a) On utilise la méthode du pivot de Gauss-Jordan :

10 -1/1 0 0 10 -1/1 0 0
02 1/01 0 — 02 1 10
11 0/0 0 1 La—ls=la 01 1/-101
10 -1/1 0 o0

L 02 1]0 1 0

00 1 |-2 -1 2

100[-1 -1 2

— 0202 2 -2

Ly—L,—Ls, Li—Li+L3 00 1 _2 _1 2

On obtient une matrice triangulaire inférieure avec tous les coefficients diagonaux non-nuls.

On en déduit donc que | P est inversible |

1 0 0j-1 -1 2 1 0 0j]-1 -1 2
0 2 0 2 2 =2 — 01 01 1 -1
001/ -2 -1 2 ) =2k {00 1]-2 -1 2
-1 -1 2
Conclusion: |[P71=[ 1 1 -1
-2 -1 2
3 0 1
(b) On vérifie bien par calculs matriciels que| P"' AP = T'|ou1 T estlamatrice T=| 0 3 1
0 0 3

(c) Parrécurrence:
e Initialisation: Pour n=0onabien A°=Tet T° =1, ce qui donne :

P Ap=ptiP=pP'P=1=T".
La propriété est bien initialisée.

o Hérédité : Supposons que, pour un certain n =0, on ait P~ A"P = T".

Alors
T = T.T"=plAPP 'A"P=P 1A A"P=P 1 A"P

Etla propriété est bien héréditaire.

Conclusion : D’apreés le principe de récurrence: |VneN, T"=P lA"P|

4. (a) Ontrouve:
0 01
N=T-3I=1 0 0 1
0 0O

(b) On constate sans difficulté que N2 =0 et une récurrence immédiate donne N¥ =0 pour tout k = 2.
En effet, si N¥ = 0 alors N+ = N.N* = N.0 = 0.



(c) SoitneNavec n=2.
On a par définition T = N + 31 et bien entendu N et 3/ commutent. On peut donc utiliser la formule
du bindéme matriciel :

" [n
k=0 k
- (") (BD"N°+ (N)(sl)”‘lNl +y (")Nk(sl)"‘k
0 1 =\ k

v~

=0
3"+ n3"IN.

o Vérifions la formule trouvée pour n=1: 3'1+3°N = 31+ N est bien égale 4 T. Donc la formule est
vraie aurang n = 1.

o Vérifions la formule trouvée pour 7n=0: 3°T +0 = I est bien égale a T° = I. Donc la formule est vraie
aurang n =0.

Cd:|vneN, T"=3"T+n3"IN]|

(d) Comme N = T —3I, laformule précédente donne :

T"=3"T+n3" 'N=3"T+n3"" Y T-30N=3"0-n)I+n3""'T.

Cd:|VneN, T"=3"(1-mI+n3"'T)

5. (a) On passe d'une relation sur T” a une relation sur A” en utilisant la formule A” = PT"P~! déduite de
la question 3.(c).

A" = prnp!
= P@"Q-n)I+n3"1T)pP!
= 3"Q-n)PIP ' +n3*lpTpP!
= n3"1A-(n-1)3"IL

Ccl:|VneN, A"=n3"1A-(m-1)3"I\|

(b) Pour n = —1, la formule ci-dessus donnerait :

1 2
—372A4+237 = —5A+3I= A™! d’apres la question 1.(b)

Conclusion : la formule reste valable pour n = —1.
EXERCICE 2:

Soit f la fonction définie sur R} par ¢(x) = e* — xex.

Partie I : Etude de la fonction f

. e* : 4 1 yx_ €
1. (@ _lim — =+oo par croissances comparées donc en posant X =, — +ooonaxe '*=— etdonc
X—+00 X x—0* X
par composition de limites : lim xel’* = +oo0.

X—

Or lim e* =1 donc par différence : liII(l) p(x)=—o0|
+ x—0t

X—

1 1 X 1
(b) Onag(x) =e* (1 - xeTx) etde plus xex™* = — xex. Or % - 0* donc par continuité de la fonction
e X—+00

. . 1 . X . .
exponentielleona lim ex =1etdeplus lim — =0 par croissances comparées donc
x—+00 x—+o00 ¥

. l—_x'
Iim 1-xex*=1
X—>+00

et par produit xirgrloo(p(x) =400 |




. 1 . 1 e 1
2. (a) @ estdeclasse €° sur R* comme composition (x — ex), produit (x — xex) et différence (x — e* — xex)
de fonctions elles mémes de classe €° sur R
Successivement on a, pour tout x € R :

1 1
! R __1 *
px)=e +( )e

1 1
1 —_ X _ *
P (x)=e _x3e

3x+1 1
ex,
x5

@'(x)=e+

3x+1
(b) Avecx>0onax®>0et3x+1>0donc

= La fonction exponentielle étant strictement positive,
X

on en déduit : ’ VxeR:, ¢"(x)>0.

Ccl: ’ ¢" est strictement croissante sur R et ¢’ (1) = 0.

On en déduit le tableau de variation et le signe de ¢’ :

X 0 1 +00
signe de
(plll (x) +

variations - —
d e (pll / 0

signe de
(p// (x)

(c) D’apres le tableau précédent on en déduit les variations de ¢’ sur R avec ') =e:

X 0 1 +00o
signe de B
@" (x) 0 +
variations \ /
!
de ¢ .

En particulier, ¢’ admet e pour minimum sur R7.

Ccl:|VxeRY, ¢'(x)=e

(d) D’apresla question précédente: VxeRY, ¢'(x)>0.
D’ol le tableau de variation de ¢ sur R} :

X 0 +00o
signe
de ¢'(x) *
- +00
variations

3. Pour montrer que: Vx =3, ¢(x)= ex, il suffit de montrer que Vx=3, ¢(x)—ex=0.

Etudions la fonction ¢ : x — ¢(x) — ex qui est dérivable sur R} et telle que v'(x)=¢' (x)—e.

Or d’apres la question 2.(c) Vxe R}, ¢'(x)=e,donc|VxeR}, v'(x)=0.

On en déduit que VW est strictement croissante sur [3; +oo[, d’ou le tableau de variation suivant :



X 3 +00

signe de
' (x)

variations | y(3) /

dey |27

+

Onaw(3)>0car: ¥(3)=¢(3)—3eavece<3donc3e<9ete(3)>15doncy(3)>15-9=6donc ¥(3)>0.

Ccl: |[Vx=3, v(x)=20< ¢x)=ex|

Partie II: Etude d’une suite récurrente

On introduit la suite (u,) zen définie, pour tout n € N, par :

up=3, et upi1=@Up).

1. On procede par récurrence.
o, . . . . 2 . _ 0 s, 2 e s 2
« Initialisation : 1 est naturellement bien défini et uy =3 = 3¢, donc la propriété est initialisée.
» Hérédité : Supposons que, pour un certain n = 0, on ait u, bien défini et u,, = 3e".

e en particulier, comme e" > 0 donc u,, > 0 et u, est dans I’ensemble de définition de ¢, donc u,.; =
@(uy) existe.

e de plus u; = 3e" implique u, = 3 et donc d’apres la question 3 de la Partie I :

Ouy) =eup=ex3e" < u, =3e"t

Conclusion : D’apres le principe de récurrence: | VreN, u, existe et u, = 3e" |

2. Par récurrence.
e Initialisation : uy =3 et u; = (1) = p(3) = 3e d’apres la question 3.
Or e > 1 donc 3e =3 donc u; = uy.
» Hérédité : Supposons que, pour un certain zn = 0, on ait u, < Uy4.

Par croissance de la fonction ¢ sur R} on a

Uns1 = Q(Up) < @(Upt1) = Upso.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence :Vn e N, u, < up) et|lasuite (1) zen €St croissante |.

3. D’apres la question 1 de la Partie I, onaVneN, u,=3e" ete” — +oo.

Ccl : Par comparaison | (1) zen diverge vers +oo |.

1 def plus_ petit _entier (A):

2 u=3

3 n=0

4 while u<=A:

5 n=n-+1

6 u=np.exp(u)-uxnp.exp(l/u)
7 return n




5. (a) D’apresla question 1 de la Partie II :

1 1 1(1)"

0Ss—<—==(—| .
3\le

n

n
1
Or Z (2) est une série géométrique de raison q = % €] —1;1[. Donc la série Z (E) converge.
n n

. . . . . 1
Ccl: D’apres le critere de comparaison des séries a termes positifs, | 1a série E — converge |.
— u
n n

On note S sa somme.

(b) SoitneN:

N
—
+
8
—_——
| =
N —
~

NG
()

3(1-4¢)
1
3(e—1De"’

(c) On obtient une valeur approchée de S a eps pres avec la somme partielle de rang n dés que :

— < .
3(e—1)e" °ps

def valeur approchee s(eps):

u=3

S=1/u

n=0

while 1/(3*(np.exp(l)-1)*xnp.exp(n))>=eps:
n=n+1
u=np.exp(u)-u*np.exp(1l/u)
S=S+1/u

return S

© ® N O A W N

Partie I1I: Etude d’une suite implicite

1. D’apres I'étude de ¢ dans la Partie I, ¢ est continue et strictement croissante sur R} . Elle réalise donc une
bijection de R} sur R.

En particulier pour tout 7 € N c R (intervalle image), | I'équation ¢(x) = n admet une unique solution notée v, |.

Par définition, vy est la solution de I'équation ¢(x) = 0. Or ¢(1) = 0 donc .

2. Soit n € N.
e d'unepart ¢(v,) =n
o d’autre part @(vy+1) =n+1.

Par conséquent,

@(Wn) <@ps1) = Un < Untl.
par croissance de ¢

Ccl ;| (vy) nen est strictement croissante.

Remarquons que ¢ (v,,) = v, < v, =@ 1(n).

De plus, le théoréme de la bijection dit également que ¢~! 2 la méme monotonie que ¢, qui est croissante.
On a donc le tableau de variations suivant :



X —00 +00

variations

0

+00

D’oul’on tire que :

Ccl:

lim v,= lim (p_l(n):+oo.
n—-+oo n—-+oo

lim v, =+oo.
n—+oo

3. Difficile!

(@)

(b)

(@

(b)

(c)

e Montrons que 0 < v; <2.

1l est clair que par définition de la suite (v,),en On a vy > 0. 11 suffit donc de montrer que v; < 2 et par
stricte croissance de ¢, il suffit donc de montrer que ¢(v;) < ¢(2).

Or par définition de v; on a ¢(v;) =1 et'indication nous donne ¢(2) > 4, donc on a bien ¢(v;) < @(2).

D’otil’encadrement| 0 < v; <2|.

» Montrons que 1 < v, < 2. Par stricte croissance de ¢ il suffit de montrer I'encadrement (1) < ¢@(v2) <
¢(2). Or, par définition de vy, ¢(v2) = 2, donc il suffit de montrer (1) <2 < ¢(2).
De pl {(p(l) =0etdonconabien ¢(1) <2
¢(2) > 4 d’apres 'indication donc on a aussi ¢(2) > 2.
D’ou I'encadrement .
e Montrons que pourtoutn=3:1<v, < n.
Par stricte croissance de (vy) ey pour 7 =3 on a v, > v > 1 donc il suffit de montrer que v, < n.
Maintenant par stricte croissance de ¢ il suffit de montrer '’encadrement n < ¢(n).
Or d’apres la question 3. de la Partie I, pour tout n =3 : @(n) =en>ncare> 1.

D’ou l’encadrement‘ Vn=3, 1<v,<n ‘

Le programme a permis I'affichage des 100 premiers termes de la suite (v,) ey mais aussi des 100
premiers termes de la suite (In(n)) ,en qu'on constate tres tres proches pour n grand. On peut alors
établir que : ‘ Conjecture : v, ~ In(n) ‘

Par définition de chaque terme de la suite (v;) nen :

Comme v;, — +oo,0ona:

1
e — — 0etdonc exp(l%) — 1.
Un n

e’n v
« De plus, par croissances comparées, — 400, donc — 0.
Un eln
1l s’ensuit que : 1 — -2 1) g
s’ensuit que : —Eexp ] — L
n
Ccl: —1 < e"~n|
= o
Attention on ne peut pas composer les équivalents !
v, = In(e") toujours vrai
— e
= ln(n x < )
— e’
= In(n)+In (T)
- : e'n\ _ evn
= In(n) + o(In(n)) puisque ln(T) =o(l) car - — 1.

Ccl: comme conjecturé ala question 3.(b) de la Partie III.



EXERCICE 3

Parie I : Simulation informatique.

1. La fonction a pour but de simuler la variable aléatoire de Bernoulli égale a 1 si la piece tombe sur PILE et 0

si elle tombe sur FACE.

2.
‘ 1 def premier pile(p): ‘
‘ 2 X=1 ‘
B while lancer(p)==0: ‘
| 4 X=X+1 |
| s return X J
AS

3.

def simuleY (p):

1
} 2 X=premier pile(p) }
‘ 3 Y=X-1 ‘
| 4 while lancer(p)==0: \
‘ 5 Y=Y+1 ‘
‘ 6 return Y ‘
\ J

Parie II : Etude théorique.

1. X, suit la loi binomiale %(n, p) car X,, compte le nombre de succes (= obtenir un PILE) au cours de n
répétitions (= lancers) d'une épreuves de Bernoulli ( = faire PILE ou FACE) de parametre p (= probabilité de
faire PILE).

De plus d’apreés nos connaissances de cours : | E(X,) = npet V(X,) =np(l-p) |

2. Y peut prendre n'importe quelle valeur de N. En effet, entre deux PILE on peut avoir autant de FACE que
possible. Plus précisément, si k € N* on I'événement P; N Fo N...N Fy11 N Pyo est contenu dans (Y = k). Par
ailleurs on a aussi P N P, qui prouve que (Y = 0) est possible.

3. ¢(Y=0)= En F_2 Les lancers étant indépendants, P(Y =0) = pz.

e (Y=1)= ((F1 mEmFg) U (F_m F, mfg))

De plus par incompatibilité des événements et indépendance des lancers: P(Y = 1) =2p?q :
«(Y=2)= ((Fl NF, mF_gnE) U (Fl NF,NF; mﬁ) U (F_m F,NF; mﬁ))

et doncpar incompatibilité des événements et indépendance des lancers P(Y = 2) = 3p?g°.

4. (Y = n) veut dire exactement que le n + 2 iéme lancer a donné pile et qu’il y avait un seul autre pile dans les
n+ 1 lancers précédents. C’est exactement Fp1o N (X417 = 1).

5. Xp+1 ne dépend que des n + 1 premiers lancers qui sont indépendants du lancer 7 + 2.

Donc les événements (X1 = 1) et Fj4» sont indépendants et doncon a:

P(Y =n) = P(Xy41 = 1)P(Fpy2) = (n+1)p*q".

6. Onreconnait une série géométrique dérivée. En effet

2

+00 +00 too .
Y PY=m=) n+pq"=pty Ig =L =1,
n=0 n=0 i=1 -9



+00

7. E(Y) existe si et seulement si la série Z nP(Y =

n=1
suffit de montrer que la série converge. Or,

Y nP(Y=n)

n=0

n) converge absolument. Les termes étant tous positifs, il

= p*>Y nn+1)q"

n=0

pZ Z k(k— l)qk—l
k=1

p?q Y k(k—1)q"2.

k=2

On reconnait donc une série géométrie dérivée seconde de raison g =1— p avec p €]0;1[. Donc |g| < 1etla

série )_ nP(Y = n) converge.
n=0

Ceci prouve que Y admet une espérance.

De plus,
E(Y) =
. 2q
Ccl: Y admet une espéranceet| E(Y) = — |
— p

+00
nP(Y =n)

n=0

+00
qu Z k(k— 1)qk—2
k=2

. Enraisonnant comme dans les questions 5. et 6. on constate que Yj peut prendre toutes les valeurs entieres
etque pour n €N,
(Ye=n) = Xpsk—1=k=1DNFyip

et donc par indépendance des événements on en déduit que P(Y; = n) = ("Z’f;l)pk‘lq"p = (”;]_cfl)q"pk.

En effet, il ya k—1 parmi n+k—1 choix de positionnement des k—1 premiers PILE dans les n+ k—1 premiers
lancers.



