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CORRECTION
(4H)

La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du
vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont des criteres importants d'évaluation.

Quelques précisions :

. les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),
. les questions de chaque exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document nw'est autorisé.




EXERCICE 1:

Partie I : étude de 'endomorphisme f

1. (a) Montrons que f est un endomorphisme de R3 :
« par définition f va bien de R3 dans lui méme.
e mgq. f estlinéaire :
Soient (u, v) € (IRQ?’)2 et (A, 1) € R%.
Onnote u=(x,y,2) etv=(x,y',2").
fAu+puv) FAx+px' Ay +py', Az + pz')
= (-QAx+px)+2Ay+py) + Az +pz), —Ax +ux") — Ay + py") —2(Az + pz), Ax + px' + Ay + py’ +2(Az + uz))
= AM-x+2y+z,—x—y-2z,x+y+2z)+pu(-x'+2y +2/,-x' —y-22' X' +y +22)
= AMxya+uf,y,2)
= AfW+pf).

Donc f est bien linéaire.

Ccl : Les deux points précédents montrent que‘ f est un endomorphisme de R3. ‘

(b) Par propriété du cours, avec (e, ez, e3) désigne la base canonique de R3, on a ; Im(f) = ((Vect(f(e1), f(e2), f(e3)))-
Or
fler) =(-1,-1,1), f(e2)=(2,-1,1), f(e3)=(1,-2,2).

Onadonc:
Im(f) = Vect((-1,-1,1),(2,-1,1),(1,-2,2))
= Vect((-1,-1,1),2,-1,1)) car(-1,-1,1)+(2,-1,1) = (1,-2,2)
Or la famille ((— 1,-1,1),(2,-1, l)) est libre car les vecteurs sont non-colinéaires.

@‘ ((-1,-1,1),(2,-1,1)) est une base de Im(f) et dim(Im(f)) = 2 ‘

(c) D’apres la question précédente Im(f) # R3 puisque dim(®R3) = 3 et dim(Im(f)) = 2, donc f n'est pas surjectif et donc pas
bijectif.

Ccl: ‘ f n’est pas un automorphisme de R3 ‘

2. Par calcul immédiat f(u) = f(-1,-1,1) = (0,0,0) donc f(u) = Ops donc .
D’apres le théoreme du rang on a: dim(Ker(f)) = dim([®R3) - rg(f) et rg(f) =2 donc| dim(Ker(f)) =1,
Vu que u # Ops appartient a Ker(f) on abien| Ker(f) = Vect(u) |

3. (a) La famille (u, v, w) étant constituée de 3 vecteurs de [R3, il suffit de montrer que cette famille est libre pour en déduire au-
tomatiquement que c’est une base de R3.
Supposons que A1 u+ Az v+ A3 w = Ops avec (11,12,13) € R3.

—A1+222—-23=0 A1 +212—-13=0
On obtient alors le systéme linéaire suivant: { —1; — A2 +213=0 — 312-313=0
A +A2+1A3=0 312=0

Ce qui donne bien 11 = A3 = A3 = 0 et prouve que (, v, w) est libre et donc que| (&, v, w) est base de R3 |

(b) Onadéjavuque f(u)=0ps et par des calculs immédiats on trouve :

Fw=[2,-1,1)=(-3,-3,3) = f()=3u
fw)=f(-1,2,1)=(6,-3,3) = f(w)=3w

4. (a) Enutilisantlalinéarité de f :

2w = f2(fw) = £20gs) = 3w =0ps
LPw=r2fw)=r26w=32w=3f(fw)=3f0g) = f3(v)=0gs
2w = F2(fw) = f23v) =3F(f()) =3fBw) = 9f (1) = f3(w) = Ogs.
(b) Montrons que f3 =0 @3 cestadire que f3 est'endomorphisme nul.

Soit e € R3 un vecteur quelconque de R3. D’apres la question 3.(a), (1, v, w) est une base de R3 donc on peut décomposer e

dans cette base.

On peut donc écrire e = au + fv +yw avec (a, B,) € R3.

On obtient donc :

f3(au+ﬁv+yw)
= afSw+pAw)+yf3(w) parlinéarité de f3
= Ops d'apresles calculs précédents

e

On a donc montré que I'image de tout vecteur de R3 par f 3 estnulle.

Ccl: f3=02(R3) .




Parie Il : équation g° = f

5. On suppose que g2 = f donc:

gof=flof=fi=fofi=fog.
Remarque: on dit que f et g commutent.

6. (a) Onaf(gw)=(fog)(w)= (f°f2)(u) = f3 (u) = 0 puisque d’apres la question 4.(c) f3 est 'endomorphisme nul.

Comme f(g(u)) = 0 on en déduit que| g(u) € Ker(f) |

De plus d’apres la question 2.(a) on sait que Ker(f) = Vect(u). Mais Vect(u) est 'ensemble des vecteurs colinéaires a u, donc

g(u) € Ker(f) implique I'existence d'un réel a tel que .

(b) Dela méme maniéreona:

flgwy—av) = (f(gw)—af(v) parlinéarité de f
= (fog)(w)—-3au car f(v) =3udapres 3.(b)
= (gof)(v)—3au car f et g commutent
= g(f()-3au
= gBu)-3au caranouveau d’apres 3.(b)
= 3g(u)-3au parlinéaritéde g
= 3au-—3au car g(u) = au d’apres la question précédente

—

0.

Par conséquent on en déduit que g(v) — av € Ker(f) et en suivant le méme raisonnement qu’a la question précédente on en

déduit I'existence d'un réel b tel que g(v) — av = bu ce quirevient a dire que| g(v) = av+bu |

7. (a) D'unepart:

8(gu)
= glau) dapres6.(a)
= ag(u) parlinéaritéde g

= a?u anouveau d’apres 6.(a).

g% (w)

D’autre part , par hypothese sur g on a g%(u) = f(u) et puisque u € Ker(f), on également g% (u) = 0.
On obtient donc I'égalité a?u = 0 avec u # 0. On en déduit donc que a? = 0 et donc .

(b) Anouveau, d'une part:

g(g)

= g(bu+av) dapresé6.(b)

= bg(u) parlinéarité de g et puisque a=0
= bau d’apres6.(a)

= 0 puisque a=0.

g% ()

D’autre part g%(v) = f(v) donc g2(v) = 3u d’aprés 3.(b).

On obtient alors I'égalité 3u = 0 avec u # 0. On abouti donc a une .

(c) Lhypothese de I'existence d’un endomorphisme g tel que g2 = f était bien une hypothése absurde.

Ccl : | Il w’existe donc pas de solution 4 I'équation g2 = f dans #(R?) ‘

Remarque : un tel endomorphisme g tel que g2 = f est appelé une “racine carrée” de f. On peut donc reformuler la conclusion de cet
exercice en disant que 'endomorphisme f n’admet pas de racine carrée dans 'espace £ ®3).



EXERCICE 2:

On considere les fonctions suivantes définies sur ] — 1; +ool par :

f=1+In(x+1) et gx) =x-f(x.
On rappelle que In(2) = 0,69.

Partiel: étudede f
1. (a) festdeclasse €' sur]—1;+oo[ par théoréme généraux.
1
Deplus:Vx>-1, |f'(x)= 1 >0 |car x+1 >0 pour tout x > —1.
X

Limites aux bornes: f(x) =1+In(1 +x)

lim x+1=0%

e f(x) ~ In(1+ x) et de plus x_.’_ﬁ = (par composition) lim In(1+x)=-occet| lim f(x)=-oc0]|
-1 Xhmo+ In(X) = —oco x—-1* 1+

x—-

e f(x) +;oln(x) car f(x)=1 +ln[x(% + 1)] donc f(x) =1+In(x) +ln(% + 1) etde plusona 1+ln(% + 1] = o(n(x)).

+0o

=| lim f(x)=+oc0]|
X—+00

D’oli le tableau suivant :

X -1 +o0o
signe
de f'(x) +
+00
variations
de f
-0

(b) Alaide du développement limité usuel deIn(1+x) ona:

f(x)31+x—%x2+o(x2) .

On en déduit immédiatement que | y = x + 1 est'équation de la tangente en 0 a la courbe de f ‘

De plus comme le coefficient ap; du développement limité est négatif (ap = —%) ,on en déduit que la‘ courbe de f est en dessous de sa tar

(c)

2 ﬁ

/ Tangenteen0 ¥ = 1+

-4 -2 0 2 4 6

asymptote = —1

2. (a) gestdeclasse ¢! sur]—1;+oo[ par théorémes généraux.
8 8

Deplus: Vx> -1, g’(x):l—f’(x):l—ﬁ > g’(x):%.

Le signe de g’ (x) sur [-1; +oo[ dépend donc uniquement du signe de x.
Par ailleurs,ona g(x) =x—-1-In(1 +x)

e g(x) ~ —In(1—x)puisquex—1 ~ -2et-2 = o(n(l+x))=>| lim X) = +oo|.
g()_1+ ( ) puisq et T (In( ) x_)_ﬁg() 00

° g(x) 3, X puisque In(1+ x) ot In(x) et In(x) = o(x) par croissances comparées = xinloog(x) =+00 |

D’autre part g(0) = -1
D’ou le tableau :



X -1 0 +00
signe _
de g'(x) 0 *
+00 +00
variations
de g
1

(b) On aura bien stir remarqué que f(x) = x < g(x) =0.
D’apres la question précédente, sur 10; +oo[, g est une fonction strictement croissante et continue (car dérivable). Elle réalise donc une
bijection de ]0; +oo[ sur | — 1; +oo[. Comme 0 €] — 1; +oo[ (intervalle image), I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a €]0; +ool.
Ccl: Léquation f(x) = x admet donc une unique solution dans ]0; +oo[, notée a.
(c) Evaluons les images g(1) et g(3) avec 'approximation In(2) = 0,69 donnée dans 1'énoncé :
gl)=-In(2) <0
{g(B) =2-1In(4)=2(1-In(2)) <0

On adonc g(1) < g(a) < g(3) et donc par croissance de g sur ]0; +oco[ on a bien .

Partie II: valeur approchée de a par la méthode du point fixe

On définit la suite (uy) zen par:

up=1
{Vn EN, up+1 = flup).
3. On montre par récurrence que la propriété 22, : “u;, existe et u, = 1” est vraie pour tout n € N.
Initialisation : ug = 1 donc 2 est vraie.
.Hérédité : Supposons que ), soit vraie pour un certain n € N.
« par H.R. u;, existe et u, = 1, donc uy est dans le domaine de définition de f donc f(uy) est bien défini et donc u;,+1 existe.

« par H.R. u,, existe et u; = 1, donc par croissance de f on a f(uy) = f(1). Or f(un) = up+1 et f(1) =1+1In(2) > 1. On en déduit que
Upsl = 1.

.Conclusion:|VneN, uj,existeetu, =1 ‘

1 1
4. OnavuqueVxe [-1;+o0], f’(x):?.Onadoncpourx;l,x+1>2et0<?s%.Cecientrainebienque: vx=1, |f(x)
x x

D=

5. Nous sommes dans les conditions d’application de I'Inégalité des accroissements finis
1
Va,be[l;+00[, |f(a)-f(b)|< Ela—bl.

On sait d’apres la question 4. que: VneN, uy =1 etd’apreslaquestion 2.(c) que a €]1;3[/
On peut donc choisir a = u; et b = a et on obtient :

1 1 .
VneN, If(un)—f(a)lszlun—al — |un+1—a|s§|un—a| puisque f(up) = uy+1 et f(a) =a.

n—1
6. Une simple récurrence a partir du résultat précédent permet d’établir que VrneN, |u,—a|< (%) .
) N 4 - 1)1
7. D’apres le résultat précédentona: VrneN, 0<|u,—al< (2) .

n-1
Or % €]—1;1[ donc " linl (5) =0 et donc encadrement de limites (ou théoréme des gendarmes) nous obtenons " linl lup —
—+00 —+00

al=0etdoncque| lim up=al
n—+oo

import numpy as np

def approx alpha(eps):
u=1
n=0
while (1/2)#*xn>=eps:
u=l+np.log(1l+u)
n= n+1
return u,n
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PROBLEME

Partie 1 : étude d’'une variable aléatoire

1.

3.

1
OnaX;(Q)=1{2,3,4letVke{2,3,4} PXj=k)= 3 par équiprobabilité des déplacements.
X suit une loi uniforme sur {2,3,4}, onadonc E(X;) =3 (milieu de {2,3,4}).

A priori, tous les points sont possibles a atteindre en n déplacements (sauf 1 pour z = 1). Prouvons rigoureusement par récurrence
que (Hp) Xp(Q)=1{1,2,3,4} pour n=2.
* Pour n =2, d’apres le résultat admis, on a X»(Q) = {1,2,3,4}. Donc (H>2) est vrai.
 Supposons (Hy) vrai, en n déplacements on peut donc étre en i (i € {1,2,3,4}), au n-iéme déplacement, on sera alors en j €
{1,2,3,4} — {i}. En envisageant deux valeurs distinctes de i, on obtient toutes les valeurs possibles dans {1,2,3,4}. Donc (Hj;+1) est
vrai.
Ce qui assure que (Hj,) est vrai pour tout n = 2

Vn=2 Xn(Q=1{1,234]

(a) Pour n =2, d’apres la question précédente on peut utiliser le systeme complet d’événements (Xy = i) j¢1 4-
La formule des probabilités totales donne :
4
P(Xps1=1=) Px,=iXnt1=DPXp =1)
i=1

1
Or Pix,=1)(Xp+1=1)=0et Px,=1)(Xp+1 = 1) = 3 sii# 1 donc pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2,ona:

1
PXpi1=1= 3 (P(Xn=2)+P(Xn=3)+P(Xn=4)

1 1
(b) Pourn=0,P(X3=1)=0 et5(P(Xo=2)+P(X0:3)+P(X0=4)):5(0+0:0):0,donclarelationestencorevraie.
P LP(Xo=1)= 2 et L (P(Xy =2+ PO =3) + P(X; = 4) 1(1+1+1) 1
our n=1, =D=Zet= = = —4))=-|—+-4+2]|==
2 3 3 ! ! 3{37373)73

La relation est donc encore vraie pour n = 1.
(c) Pourtoutn=2,onaP(X,;=1)+P(X;,; =2)+P(X;;=3)+P(Xy=4)=1car (X, = i)i€1,4 est un systeme complet d’événements.
C’estvraiaussipour n=0car P(Xg=1)+P(Xg=2)+P(X9=3)+P(Xp=4)=1+0+0+0etpourn=1car P(X; =1)+P(X1 =
1

1 1
2)+P(X1=3)+P(X1=4)=0+=-+-+—-.
)+ P(X1=3)+P(X1 =4) 3t3t3

En remplacgant P(X;, =2) + P(X;; =3) + P(X;; =4) =1 - P(X;; = 1) dans la relation trouvée a la question 3.(a) on a:

1 1 1
PXp+1=1)= 3 1-PXp=1)= 3 §P(Xn =1) cequiestlarelation cherchée.

1 1

(d) Posons vy =P(X;=1).Alorsvg=1letVneN (1) vy41 = 3 vp+ 3
1 1 1
C’est une suite arithmético géométrique. Cherchons le point fixe « tel que @ = —ga + 3 Sa= 1

1
On sait alors que la suite (v, — @), est géométrique de raison 3 donc

[-5) == (5] [-3p=3 ()
vp—a=|(-=| (ww-a)y=|-= -=PD==1|-=
" 3) ° 3 af a3
. 1 3( 1\
On abien: VneN PXp=1)=-+-|-=
4 4\ 3
(a) Pour n =2, on peut utiliser le systéme complet d’événements (X, = i)¢1,4-
La formule des probabilités totales donne :
4
P(Xp+1=2)= ) P(x,=i)(Xp+1 = 2)P(Xn = 1)
i=1
1
Or P(x,=2)(Xp+1=2)=0et Px,=1)(Xp+1 = 1) = 3 si i #2 donc pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2,ona:
1
P(Xp+1=2)= 3 (P(Xp=1)+P(X;,; =3)+P(X;, =4))
1 1 . .
Pourn=0,P(X;=2)= et 3 (P(Xg=1)+P(Xg=3)+P(Xg=4) = 3 (1+0=0)=0, donc la relation est encore vraie.
1 1 2
Pourn=1,P(X2=1)= Z4+2==
9 3 3 9

La relation est donc encore vraie pour n = 1.En procédant de la méme fagon qu’a la question précédente, montrer que I'on
a:

| NW | =

1 1
et E(P(Xl =1)+P(X;=3)+P(X1=4)= 5(14.

VneN P(Xp41=2) = % (P(Xp=1)+P(Xy, =3)+ P(Xy, =4)

1
() P(Xps1=2)= 3 (1-P(Xp=2)= - s P(Xp=2).

1
3

Wl

1
(¢) Posons wy = P(X; =2). De méme (wy,) est une suite arithmético géométrique. On a le méme point fixe que pour v, : a = 1

N . 1 1( 1\
Apres calculs on a bien : VneN PXp,=2)=—-——-|—=| .



5. On admet que, pour tout entier naturel n, ona:
1 1 1 1
P(Xp+1=3)=—ZPXp=3)+- et PXpy1=4)=—-zPXp=4+
3 3 3 3
Les suites définies par P(X;, = 3) et P(Xj, = 4) ont la méme relation de récurrence que P (X, = 2) et la méme valeur initiale 0. On a

donc: VneNP(Xp=3)=P(X,=4)=P(X,=2) dou:

1 1\"
VneN P(ang):p(xn:@::l_ (__)

1
4

2 3 4 1

6. E(Xp)=P(Xy=1)+2P(Xy =2) +3P(Xy =3) +4P(Xy, = 4) = +Z+Z+Z+(_§)
N 3( 1)"_5 3 1)”
MTy 23] T 3) "

5
On peut vérifier : avec n = 0 on obtient bien E(Xy) = 1, avec n = 1, on obtient bien E(X7) = 3 +

o

YneN  EXp) > 3( l)n
n =——=|-=
W7o 20 3

Partie 2 : étude des puissances d'une matrice A

7.  (a) Onutilise les 4 égalités obtenues en13) a, 4) a, que 'on peut réécrire également pour i =3 et i = 4.

1
PXp+1=1) = % 0.P(Xp,=1)+1.P(Xp,=2)+1.P(X; =3)+1.P(X;, =4))
PXp41=1) = % (1.P(X; =1)+0.P(Xp =2) +1.P(X; =3) + 1.P(X;, = 4))
PXp41=1) = % 1.PXp=1)+1.P(X;, =2)+0.P(X;;,=3)+1.P(X;; =4))
PXpy+1=1) = 3 1.PXy,=1)+1.PX;=2)+1.P(X; =3)+0.P(X;; =4))
PXp,=1) (0 1 1 1
_1[(PGu=2| |1 0 1 1]_
DoncAUn—3 P(X,=3) 11 0 1 =Up+1
P(X, =4) 1 1 1 0
On a bien : Up+1 = AUy

(b) Posons (Hy) U, = A"UypourneN.
e Pour n=0, A? = I; et A" Uy = Uy donc (Hp) est vrai.
» Supposons (Hy,) vérifié pour n e N.
Ups1 = AU, = Ax (A"Up) = (A" x A)Up = A1,
Donc (Hy+1) est vrai.
Donc (Hj,) est vrai pour tout n € N.

P(Xp=1) 1
. - . | PXo=2)| |0
(c) Le mobile est au sommet 1 al'instant initial donc Uy = PXo=3|"|o|
PXo=4) \o
1
Or si M € 44 (R), le produit M x g donne la premiere colonne de la matrice M.
0

Donc la premiere colonne de la matrice A" est A" Uy, c’est a dire Uy,.

1 3( 1)”
_+_ —_——

4 4\ 3

1 1 ( l)n

Or on avu que A" Uy = Uy, donc la premiére colonne de A" est Uy, c’est a dire : 411 411 ‘i’ nl-

Z_Z(_é)

1 1 ( 1)”
4 4\ 3

8. Enmultipliant a droite une matrice M par , on obtient la deuxiéme colonne de M.

0
1
0
0
Donc en choisissant comme position initiale au départ Xy = 2, et en recommencant la méme méthode probabiliste, on obtiendrait
la deuxieme colonne de A”. Avec X = 3, on obtiendrait la 3-ieme colonne, et X, = 4, la 4-iéme colonne.



Partie 3 : une deuxieme méthode de calcul des puissances de A

a+b b b b
b a+b b b b
9. al+bj=| b a+b b
b b b a+b
a+b =0 1 1
Doncal+b] =A<~ 1] <|a=——etb=-.
b == 3 3
3
4 4 4 4
4 4 4 4
2 _ _
10. (@ J°= 4 4 4 2 =4].
4 4 4 4

Posons (Gy) JK=4k-17,

¢ Pour k =1, (Gy) est vrai de facon évidente.

» Supposons (Gy) vrai pour k = 1, alors Tl = gx gk =7 x (4]‘_1]) =ak-172 _4kj
Donc (Gj.41) est vrai.

Donc (Gg) est vrai pour tout k = 1.

(b) Iet]commutentdonc d’apres la formule du binéme de Newtonon a:

oo - £ o
A_(3UD_3UD_3,§OI<](D .

e )

o (7] kg1 L s () Cqynmkgk Z L sn () qyn-kgk n
Or ) SR :ZZ S Y | CD - D
k=1 k=1 k=0
i (n)(_l)nk4k1 _1 (3" - (-1")
k 4
k=1
1

n
On adonc: A”:(g) ((—1)"I+ 1

=) i)
Alt=—=| TI+-(1-(—=| |J|
3 4 3

1\" 1
(c) Pourn=0,(—§ I+ -

n

ln__n)
x4(3 =DM\

1—(—l)n)]—1+1(1—1)1—1
3 T B

‘ La formule est valable pour n =0 ‘

Partie 4 : informatique

11. (a) Lafonction Python prend en argument un sommet du carré et simule un saut du mobile sur I'un des 3 autres sommets.

(b)

import numpy as np

def retours(n):
L= []
nbre=0
x=1
for _ in range(n):
x=saut (x)
L.append(x)
10 if x==1:
11 nbre=nbre+1
12 return L,nbre
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(¢) Comment répondre a cela ?
. . , s g n
Dans un premier temps, on peut constater que le nombre de passages en 1 est toujours proche de 25, c’est a dire T Or la

1
probabilité d’étre en 1 se rapproche de 7 comme le montre la formule duI 3) d. Les résultats affichés semblent logiques.



