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La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du
vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont des criteres importants d'évaluation.

Quelques précisions :

. les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),
. les questions de chaque exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document nw'est autorisé.




EXERCICE 1

, _f(a by ., (d V ,
1. (a) SmentM—(c d)'M _(c’ d,)EMQ(R).Smenta,ﬁeR.

La trace de la matrice
aa+pa  ab+pb
M+ pM' =
¢ h (ac+ﬁc’ ad+ pd’
est égale a :

tr(aM+ M) = aa+ Ba +ad+ pd
=ala+d)+ B +d)
= atr(M) + Btr(M').

Ainsi, 'application tr: .45, (R) — R est linéaire.

(b) Posons M = (LCZ Z) € >R).Ona:

1 0 01 00
MEKer(tr)<=>a+d—0<=>M_a(0 _1)+b(0 0)+c(1 0)'

1 1
Les trois matrices ( 0 _01), (8 0) et ((1) g) formant par ailleurs clairement une famille libre, elles

donnent une base du noyau de tr.
Ce noyau est donc de dimension 3.

2. Soient M, M’ € 4> (R) et a, B € R. En utilisant la linéarité de la trace :

flaM+pM") =aM+pM' +tr(aM+pM')]
=aM+ M + (atr(M) + ftr (M'))J]
=aM+atr(M)] + M’ + ptr (M) ]
=a(M+atc(M)])+ (M +tr (M) ])
=af(M)+pf (M)

Ainsi, 'application f est linéaire. Il s’agit de plus d'une application de 'espace vectoriel .4 (R) dans lui-
méme. Par conséquent, f est un endomorphisme de .#> (R).

3. (a) Il estcommode pour cette question de nommer les matrices de la base 98 ; posons :

10 0 1 0 0 0 0
f=lo o 2=lo o B0 o} A= )

On note tout d’abord que J = 2E> + Ej3.
On calcule et on écrit dans la base 28 les images de chacune de ses matrices par f :

fED)=E +tr(E)J=E+]=E +2E;+E;
fE)=Ey+tr(Ex)]=Ex+0]=E
f(Es)=Es+tr(E3)]=E3+0J=Es
f(EY) =Eq+tr(Ey)J=Es+ ] =2E,+Es+E4

On en déduit la matrice de f dansla base 28 :

1 000
21 0 2
A_1011
0 0 01



(b) On calcule:

0000 0000
12 0 0 2| , (00 0 of
A=L=11 g o 1| 7 W=y o o 07O
0000 0000

(c) Lamatrice A est donc annulée par le polynéme (X —1)? € R[X] qui admet 1 comme unique racine. Par
le cours, les valeurs propres de A sont racines de ce polynéme :

Sp(A) < {1.

Il reste a savoir si 1 est valeur propre de A et si A est diagonalisable.
Proposons deux méthodes :

e Premiere méthode.

X
On résout le systeme d’équations correspondanta AX = X avec X = Jz/ :
t
1 0 0 0)(x X X = X
AX = X s 2 1 0 2|y _|Y 2x+y+2t =y
1 01 1]|=z z X+z+t = z
00 0 1J\¢ ¢ r =t

— x+1t=0

Ce systéme admet des solutions non nulles, ce qui prouve que 1 est valeur propre de A.
Lespace propre associé est de dimension 3. La matrice A n’est donc pas diagonalisable puisque :

) dimE;(A) =3<4.
AeSp(A)

¢ Deuxiéme méthode.
Comme f(E,) = E», 1 est valeur propre de f (et E» est un vecteur propre associé) et donc aussi de
A:

Sp(A) = {1}.

Si A était diagonalisable, alors on pourrait écrire P~1AP = D 0a! P € #,(R) est une matrice in-
versible et D € /4 (R) une matrice diagonale a coefficients diagonaux tous égaux a 'unique valeur
propre de A, 1, donc D = I;. On aurait alors: P"1AP = I, d’'oa! A= PI,P~! = I, ce qui est absurde.
La matrice A n’est donc pas diagonalisable.

Si 'énoncé avait demandé d’expliciter ’espace propre de A associé a la valeur propre 1, alors seule la
premiere méthode aurait permis de répondre complétement a la question. On a:

(d) (a) Toute matrice M € .4 (R) de trace nulle vérifie f(M) = M.
Donc 1 est valeur propre de f avec un espace propre contenant Ker(tr).
D’apres la question 1.b., le noyau de la trace de f est de dimension 3 :

Ker(tr) c El (f) C ./%4,1 (R).
N—— N——
dim=3 dim=4
Ceci donne I'’encadrement :
3<dimE, (f) <4
etily a donc a priori deux possibilités pour la dimension de E; (f) :
e dimE; (f) = 3: dans ce cas, I'inclusion Ker(tr) c E; (f) est en fait une égalité ;
e dimE;(f) =4 : dans ce cas, I'inclusion E; (f) c .#4,1(R) est en fait une égalité, ce qui signifie que

f est égale a 'application identité de .4, (R). Ainsi par exemple, f(E1) = E; +tr(E1)J = Ey + ] et
f(Ey) = E;, donc J = 0 ce qui contredit I'énoncé.



Par conséquent, on est dans le premier cas :

E1(f) =Ker(tr) etdonc dimE,(f)=3.

(b) On calcule I'image de J par f:

(c)

fh=J+uDJ=1+tuW)]

donc J est vecteur propre de f associé a la valeur propre 1 + tr(J).

Sitr(J) =0, c’est la valeur propre 1 ; sinon, c’est une deuxiéme valeur propre.

1l faut bien avoir compris ceci pour les questions suivantes.

L.

ii.

En supposant que tr(J) # 0, nous avons donc trouvé deux valeurs propres distinctes pour f : 1 et
1+tr(J).

Par ailleurs, dimE, (f) =3 d’apreés 4.a.
Or, par le cours :

Y. dimEj(f) <4
AeSp(f)

avec égalité si et seulement si f est diagonalisable.
Cette somme comporte les deux termes dimE,; (f) (= 3) et dimE; .4y (f) (= 1), ce qui prouve qu'il
n'y a pas d’autre valeur propre et qu’il y a égalité partout :

EﬁmEl (fz+ fllm E1+tr(]) (f)) =4,

=3

=1

En résumé :
* f estdiagonalisable,
* Sp(f) =11, 1+tr(D},

0 0 1) (0 O N
El(f)—Ker(tr)et(( _1),(0 0),(1 O))enestunebasedapresl.b.,

* E1.u()(f) estde dimension 1 et contient la matrice non nulle J qui en forme donc une base.

O =

On suppose que tr(J) = 0, que f admet une valeur propre A différente de 1 et que M est un vecteur
propre associé. Alors :

FM) = M+t (M)] = AM.

Appliquons la trace a cette derniére égalité :
tr(M + tr(M)]) = tr(AM).
La trace étant linéaire d’apreés 1.a. :

tr(M) + tr(M) tr(J) = Atr(M)
jnry

etdonc:
1-Dtr(M) =0.

Comme A #1, on en déduit: tr(M)=0.

Par conséquent M € Ker(tr) = E; (f), ce qui est absurde car un vecteur propre ne peut étre associé
qu’'a une seule valeur propre, résultat que I'on peut réexpliquer ici :

#£0  #0*
_ —
f{z\(4]\)4) AAI\jII } donc M=AM etdonc (1-A4) M =0
=
absurde

(* un vecteur propre est non nul par définition).



En conclusion, si tr(J) = 0, alors il n’existe pas d’autre valeur propre que 1 :

Sp(f) ={1}.

Une autre solution, plus simple, mais qui ne correspondait pas a la maniere dont est décomposée
la question (notons id 'application identité de 4> (R)) : VN € 4L (R), (f —id)(N) =tr(N)J(Nestquelcong:

est un polynéme annulateur de f, ce qui prouve que f n'admet pas d’autre valeur propre que 1.
iii. D’apres la question précédente, si tr(J) = 0, alors f admet une unique valeur propre (1) avec un

sous-espace propre de dimension 3 (d’apres 4.a.), donc f n’est pas diagonalisable.

Si au contraire tr(J) # 0, alors f est diagonalisable d’aprés 4.a.i.

En conclusion :

f estdiagonalisable < tr(J) #0.

(d) Un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie est bijectif si et seulement s’il n’admet
pas 0 comme valeur propre.
Comme 1 + tr(J) est la seule valeur propre de f éventuellement différente de 1 :

f estbijective <= 0¢Sp(f) < 1+tr(J) #0 < tr(J) # —1.



EXERCICE 2

1
Pour tout réel x > 0, on pose g (x) = exp ((2 - ;) In (x)).

Partie I - Etude de la fonction g

1. Par calcul des limites,

x—0

(2— l)ln(x) — 4+00
X

puis par composition avec I’exponentielle, on a donc

lim g (x) = +o0
x—0

De méme,

1
(2——)ln(x) — 400
X X—+00

et il suit que

xEerg(x) = +o00.

2. Soit h la fonction définie sur R} par

(@)

(b)

(c)

(d)

h(x)=In(x)+2x-1.

La fonction h est somme de fonctions usuelles dérivables sur R} donc elle-méme dérivable et, pour
toutx>0,ona

1
h(x)==+2>0
X
ce qui permet d’affirmer que & est bien strictement croissante sur R} .

La fonction # est continue et strictement croissante sur R}. Par le théoréme de bijection, elle réalise
donc une bijection de RY sur Jlimy_q & (x); limy_ o /2 (x)[ = R. En particulier, 0 admet un unique an-
técédent par h, noté a sur R}.

Comme de plus, (1) =1>0= h(a) et h(1/2) =In(1/2) = —In(2) < 0, la stricte croissante de h (et donc
de sa bijection réciproque) permet d’affirmer que "les antécédents sont rangés dans le méme sens"
c’esta dire que

1
—-<a<l.
2

La fonction g est la composée, par une exponentielle, d'un produit de combinaison de fonctions
usuelles dérivables sur R} donc g est encore dérivable sur ce méme intervalle. Comme on a

1 | 1Y 1 Inx+2x-1 h)
((2——)11’1()6)) :—ZIH(X)+(2——)><—: 2 = 5
X X x|/ x x X

on a bien

/ 1 ' 1 h(x)
g (x)= ((2— ;)ln (x)) exp((z— ;)ln(x)) = g (x).

2
La question (2) nous donne le tableau de signes de & (x), ce qui permet d’obtenir facilement celui de
g’ (x) puis les variations de g.

X 0 a +00
h(x) - 0 +
g (x) - 0 +
+00 +00
g \ /
g(a)




3. Par définition de I'exponentielle, pour x > 0,

B 1 B _In(x)) _ » (ln(x))
g(x)_exp((z x)ln(x))_exp(zln(x) — )—x exp el b

Or, par croissance comparée, In(x) /x — 0 lorsque x — +oo. On peut donc utiliser le développement
limite de exp(u) en 0 a 'ordre 1 pour écrire

( In (x) ) In (x) (ln (x) )
exp|— =1+- +0 , X — +00.
X
Ceci donne ensuite
g(x)=x° exp(lny) = x* - xIn(x) + o(xIn (x)), X — 400

ou encore
g (x) — x* = —xIn (x) + o(x1n (x))

ce qui est équivalent a écrire
g(x)—x2~—xln(x), X — +oo0.

Partie II - Etude d’une suite récurrence
Soit (u;) la suite définie par son premier terme u > 0 et la relation de récurrence
VneN, Up+1 = & (Up).

4. Comme demandé, on proceéde par récurrence.

* initialisation. Pour n = 0, up est donné et par hypothese est strictement positif.

* hérédité. Supposons que, pour un certain entier n € N, u,, existe et soit strictement positif. En partic-
ulier u, est dans le domaine de définition de g et u,+; = g (u,,) est bien défini. De plus,

Upt1 = exp((Z— ui)ln(un)) >0

(une exponentielle est toujours strictement positive), ce qui termine cette récurrence facile.

5. C’est un programme classique qui utilise une boucle for.

def suite(u0, n):
U=np.zeros((n+1,1)) # on pre—remplit une liste de bonne
# longueur avec des zeros
U[l]= u0 # premier terme
for k in range(2,n+2):
U[k] = np.exp((2-1/U[k-1])*log(U[k-1]))

return U

N e G A W N

6. (a) On reproduit directement le tableau de signe répondant & cette question triviale. Notant A(x) =
(x-1In(x)ona

X 0 1 +00
x—1 - 0 +
In (x) - 0 +

A(x) + 0 +




En particulier, pour tout x >0, ona (x—1)In(x) = 0.

(b) Soit x > 0. On peut écrire

g exp((2-1)Inw) (( _1) B )_ (
Pl expn () =exp||2 e In(x) —In(x)| =exp

(x— l)ln(x))
— |

Or, (x—1)In(x)/x = 0 pour x > 0. Par composition avec I'exponentielle croissante, on a bien que, pour

tout x >0,
gx)

—=1.

X

La question précédente donne bien que, pour tout x > 0, on a g (x) = x. Légalité n’est vérifiée que
lorsque g (x) /x =1 c’esta dire lorsque

(x—1Dln(x) _0
X

—x=1.

7. La question précédente, appliquée avec x = u; > 0 permet de voir que

Un+1 = 8 (Uy) = uy

]
—1].
2

et donc que la suite (u,) est toujours croissante.

8. Dans cette question uniquement, on suppose que g €

(a) On procede par récurrence.

* initialisation. Pour n = 0, c’est 'hypothése donnée par le texte.

» hérédité. Supposons que, pour un certain n € N, on ait 1/2 < u, < 1. Attention, g n’est pas crois-
sante sur tout I'intervalle (seulement entre @ et 1!). On fait une disjonction de cas.

- Sia < uy <1, alors, par croissance de g sur cet intervalle, on a
Upt1 =8y <gl)=1

- Si1/2 < u, < a, alors par décroissance de g,

1
Un+1 = g (Up) Sg(i) =1

Dans les deux cas, on a bien u,+; < 1. Comme de plus (u;) est croissante, on a u,+; = u, = 1/2
dans tous les cas. La récurrence est terminée.

= On aurait aussi pu commencer par montrer la stabilité de I'intervalle [1/2;1] par g ce qui rendait la
récurrence triviale.

(b) La suite (u;) est croissante et majorée (par 1). Par le théoréme de convergence monotone, elle con-
verge donc vers une limite ¢ élément de [1/2;1]. En passant a la limite dans la relation de récurrence
Un+1 = g (uy) et par continuité de g sur [1/2;1] (et donc en ¢), on déduit que ¢ vérifie la relation ¢ = g(¢)
ce qui impose d’aprés une question précédente que ¢ = 1. Ainsi,

lim wu,=>~¢.
n—-+oo

9. Dans cette question uniquement, on suppose que uy > 1.

(a) Une récurrence immédiate avec la croissance de la suite permet de voir que u,+1 = u, > 1 et 'hérédité
est triviale. On s’en contente (c’est long).



(b) Sila suite (u,) était majorée, elle convergerait par le théoreme de convergence monotone vers une
limite ¢ qui vérifierait ¢ = uy > 1 et (par le méme argument de passage a la limite et de continuité que
précédemment) ¢ = g(¢). Or la seule solution possible est £ = 1 et c’est contradictoire avec ¢ > 1 donc
la suite (u,) n’est pas majorée et, étant croissante, elle diverge vers +oo.

1
10. Dans cette question uniquement, on suppose que 0 < g < >

Dans ce cas, on voit (par stricte décroissance de g) que u; = g(up) > g(1/2) = 1. Et donc tous les termes
de la suite sont strictement supérieurs a 1 a partir du deuxieme... On applique le résultat de la question
précédente, la suite diverge vers +oo.
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Probleme

Dans cet exercice, toutes les variables alA©atoires sont supposA©es dA©finies sur un mA2me espace probabilisA©

notA® (Q,
L ©

Partie A : Loi de Pareto

Soient a et b deux rA©els strictement positifs. On dA©finit la fonction f sur R par :

a

f:x-—»{ 0 six>b[-.2cmla

xa+1

1.

Montrer que f est une densitA© de probabilitA©.

Proof.

La fonction f est continue :

sur | — oo, b| en tant que fonction constante,

sur | b, +oo car elle est I'inverse de la fonction x — x%*1 qui: -

est continue sur | b, +oo,

NE S’ANNULE PAS sur]b,+ool. Lafonction f est continue sur R sauf A©ventuellement en b.

Soit x € R. Deux cas se prA©sentent :

six€]—oo,bl alors: f(x)=0=0.

a

si x € [b, +ool, alors,comme a>0etb>0: f(x)=a Tt

=0. Finalement: VxeR, f(x) =0.

DA©montrons que I'intA©grale f —oo+oof(x) converge et vaut 1.

Tout d’abord, comme f est nulle en dehors de [b, +ool :
f —oo+oof(x) = fb+oof(x)

La fonction f est continue par morceaux sur [b, +oo[. L'intA©grale f b+oof (x) est donc seulement impropre en
+00.

Soit B € [b, +oo].

bef(x) beaanrl = ab“bex a
-a

1
ab®>—pB = —p*—pB (cara#0) [-.2cm] =
—a xa
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1 -
Or,commea>0: B— +ooﬁ =0.D’0A!:

1 1 1
B — +oo—b? (ﬁ_ﬁ) = -p* (O—E) =1

Ainsi, I'intA©grale f —oo+oof (1) est convergente et vaut 1. Finalement la fonction f est une densitA© de prob-
abilifA®©. | . - . . ) —. , .

On dit qu'une variable alA©atoire suit la loi de Pareto de paramAStres a et b lorsqu’elle admet pour densitA© la
fonction f.

Dans toute la suite de I’exercice, on considAsre une variable alA©atoire X suivant la loi de Pareto de paramAstres
aeth. 1.

DA©terminer la fonction de rA©partition de X.

Proof.

Dans la suite, on considAsre : X(Q) = [b, +oo]

Soit x € R. Deux cas se prA©sentent :

six€]—oo,bl, alors: X <x =@ (car X(Q) = [b, +o0[). D’0A® :

Fx(x) = (X<sx) =(2) =0

Fx(x) = (X<x)
= —oox f (1)
= fbxf(t) (carfestnulleendehorsde[b,+oo]) [-.2cm] =
bd
fbxa ta+1
= ab“fbxt a-1
= \&b“;bx (cara #0) [-.2cm] =

1 1 b\*
_prl——__]=1-12
b (x“ b") (x)

b a
Finalement: Fx : x — { 0 six<b[-.2cm]l- (—)
X
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.98Profitons de cette question pour faire une remarque sur la notation X (Q).

Rappelons qu'une X est une application X : Q — R.
Comme la notation le suggAsre, X(Q) est 'image de Q par I'application X.
Ainsi, X(Q) n'est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la X :

XQQ) = {X(w)|weQ}
= {xeR|IweQ, X(w) = x}

1l faut bien noter que dans cette dA©finition aucune application probabilitA© n’apparaA®t.

Il est toujours correct d’A©crire : X(Q) < ]—oo,+o0l.

En effet, cette propriA©tA®© signifie que toute X est A valeurs dans R, ce qui est toujours le cas par dA©finition de
la notion de variable alA©@atoire rA©elle.

Dans le cas des discrAstes, il est d’usage relativement courant de confondre :
I’ensemble de valeurs possibles de la X (i.e. 'ensemble X (Q)),

I'ensemble {x € R | (X = x) # 0}, ensemble des valeurs que X prend avec probabilitA© non nulle. Dans le cas qui
nous intA©resse ici, A savoir X est une discrAste, cet ensemble est appelA© support de X et est notA© (X).

Dans le cas des A densitA©, la dAA©termination de I’ensemble image est plus technique. Dans certains sujets,
I'ensemble image des A©tudiA©es sera prA©cisA© (“On considAsre une A valeurs strictement positives”). Si ce
n'est pasle cas:

si X suit une loi usuelle, on peut se rA©fA©rer A I’ensemble image donnA®© en cours. Par exemple, si X01, on se
permet d’A©crire :

“Comme X01, on considAsre : X(Q) =[0,1].”

si X ne suit pas une loi usuelle, on A©tudie 'ensemble : I = {x € R | fx(x) > 0}.
On se permet alors d’A©crire :

“Dans la suite, on considAsre : X(Q) = 1.”

En dA©crA®©tant la valeur de X(Q), on ne commet pas une erreur mais on dA©cide d’ajouter une hypothAsse

qui ne fait pas partie de '’A©noncA®©. Cette audace permet de travailler avec un ensemble image connu, ce q
ermet de structurer certaines dAA©monstrations (I'ensemble image A©tant connu, on se rappelle que la fonction

ge rA©partition, par exemple, s’obtient A I'aide d'une dsijonction de cas).

Soit U une variable alA©atoire suivant la loi uniforme sur [0, 1].

Montrer que la variable alA©atoire b U ~4 suit la loi de Pareto de paramAstres a et b.

Proof.

Notons h: x — bx‘lﬁ, de sorte que Y = bU @ = h(U).
On considAsre : U(Q) = ]0,1]. On en dA©duit :

Y(Q = (hD)Q = h(U)
= h(0,1])
= [h(1),x— 0h(x)[ (car,commea>0etb>0,lafonctionhestcontinueetstrictementdAlcroissante
[b, +o0]

Ainsi: Y (Q) = [b, +o0l.
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.95 Rappelons que la Y = h(U) est par dA©finition I'application :
Y=hU): Q — R
0w — h(Uw)
Comme la fonction & est dA©finie uniquement sur ]0, +oo[, la Y = h(U) est bien dA©finie seulement si :
VYw e, U(w) c]0,+ool

Autrement dit, il est primordial, pour la bonne dA©finition de I'objet Y = h(U), de considA©rer que U est A valeurs
dans ]0,1] = ]0, +ool (et non [0, 1[<]0, +oco[ comme pouvait le suggA©rer '’A©noncA©).

Soit x € R. Deux cas se prA©sentent :

sixe]—oo,bl,alors: Y <x=¢ (car Y(Q) = [b, +00]). D'0A! :

Fy(x) =(Y<sx) =(2) =0

Fy (x) = (Y<x)

— (U—% < %) (carb>0)[—-.2cm] =

a
) (carUestuneA densitAl)

\%

S-S

donc
b{l
- <1
(x)

a
Commea>0,b<0etx>0,0nendA©duit:0<(;) <1.

Rl
B RS
N

1 (carb>0)[-.2cmlainsi
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0 siu<0[-.2cm]u

De plus, comme U%(]10,11): Fy:u— { siusl

b\* b\* b\“
Ainsi : FU((—) ) = (—) . Finalement : Fy : x — { 0 six<b[-.2cm]l- (—)
X x x
D’aprAss la question 2., on reconnaA®t la fonction de rA©partition Fx de X qui suitlaloi de Pareto de paramAstres
aetb.
Or la fonction de rA©partition caractA©rise laloi d'une . On en dA©duit que Y suit laloi de Pareto de paramAstres
aeth. .99

On a dAA©montrA©, lors de '’A©tude de Y (Q), que h rA©alise une bijection de ]0, 1] sur [b, +ool. 1l est possible de
dA©terminer I'expression de h™! : [b, +oo[ — ]0,1].
Pour ce faire, on remarque que pour tout x € ]0,1] et y € [b, +oo[, on a:

y=hx) < y=bx‘§

b a
- =)
y
& x= h_l(y)
~ b a
On dA@montre ainsi que k™! a pour expression: h™!: x— (—) .
x

a
On retrouve ici I'expression de la quantitA© (—) apparaissant A la fin de la rA©solution de la question. Ce n’est
X
pas surprenant car la mA©thode utilisA©e ici consiste justement A faire apparaA®tre, AOtape par AOtape, la
quantitA© h~!(x). Plus prA©cisA©ment, on a :
Fy(x) = (Y<x) = (hU)<x) = (Ush™'(®) = Fy(h ') O

B D RBHE RS A5 AR T RS 1SRRG SR Froc ROBSF 8SRabp ARCR RIRISTh St TR Sio: TACels a et b

strictement positifs et qui renvoie une simulation de la variable alA©atoire X.

Proof.
On propose la fonction suivante: function X = pareto(a, b) U =rand() X=Db (U.(-1/a)) endfunction
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DA®taillons les AOlIA©ments de ce script.

DA©but de la fonction
On commence par prA©ciser la structure de la fonction :

cette fonction se nomme pareto,
elle prend en entrA©e 2 paramAstres a et b,
elle admet pour variable de sortie la variable X. function X = pareto(a, b)

Contenu de la fonction

En ligne 2, on stocke dans la Variablei- U une simulation de la U de loi %(]0,1]). 1 U =rand() D’aprAss la
question prA©cA©dente, la Y = bU ™« suit la mA2me loi que la X, dASs lors que U%(]0,1]).
Ainsi, en ligne 3, on stocke dans la variable Y une simulation de la X. 2 X=b (U.(-1/a)) On rappelle que

I'opA©rateur . estl’opA©rateur de puissance terme A terme, contrairement A I'opA©rateur qui estl’opA©rateur
de puissance mathA©matique classique. Par exemple, en notant : A=12
34, on obtient :

A=1[1,2;3,4]A.2 ans = 1. 4. 9. 16.A2 ans = 7. 10. 15. 22. O
On considAsre la fonction ci-dessous.
Que contient la liste L renvoyA©e par la fonction mystere 2  function L = mystere(a, b) L=1] forp =
2:6 S=0 fork=1:10p S =S + pareto(a,b) end L=[L, S/ 10p]

end endfunction
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Proof.
DA®taillons les AOlJA©ments de ce script.

DA®©but de la fonction
On commence par prA©ciser la structure de la fonction :

cette fonction se nomme mystere,
elle prend en entrA©e 2 paramAStres a et b,

elle admet pour variable de sortie la variable L. function L = mystere(a, b) La variable de sortie L est ensuite
initialisA©e A la matrice vide. 1 L=

Structure itA©rative
CommenA§ons par dA©crire ce qu'il se passe A I'intA©rieur de cette premiAsre structure itA©rative (for p = 2
6) avant de s'intA©resser A I'utilitA© de la variable p.

On commence par initialiser une variable S A 0 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on souhaite coder une somme
puisque 0 est "’A©IA©ment neutre de I'opA©rateur de sommation).

Les lignes 5 A 7 permettent de mettre A jour la variable S pour qu’elle contienne la somme de 10” simulations
de la X suivant la loi de Pareto de paramAStres a et b. Pour cela, on met de nouveau en place une structure
conditionnelle (boucle for) et on utilise la fonction pareto dA©finie en question prA©cA©dente pour obtenir les
simulations de la X. 4 fork=1:10p S =S + pareto(a,b) end

Enfin, on met A jour la vecteur L en lui concatA©nant A droite la valeur stockA©e dans la variable S / 10p. Re-
marquons que, comme S contient la somme de 107 simulations de la X, la variable S / 10p contient la moyenne
des 107 simulations de X.

Or, 'idA©e naturelle pour obtenir une approximation de I'espA©rance E(X) est :

de simuler un grand nombre de fois (N = 107 est ici ce grand nombre) la X.

Formellement, on souhaite obtenir un N-uplet (x1,...,Xy) qui correspond A I'observation d’'un N-A©chantillon
(Xl,...,XN) dela X.

(les X; sont indA©pendantes et de mAame loi que X)

de rA©aliser la moyenne des rA©sultats de cette observation. Cette idA©e est justifiA©e par la loi faible des
grands nombres (LfGN) qui affirme :

1
moyenne de I'observation = N Zkz 1Nx; = E(X)

Lavariable S / 10p est donc une approximation de E(X).
Sortie de la fonction

Alafindelaboucle for p = 2 : 6,lavariable L est donc un vecteur A 5 coordonnA®©es (autant que de valeurs
prises par la variable p) contenant 5 approximations de E(X).

Plus prA©cisA©ment, la variable p prend successivement les valeurs de I’ensemble 2, 6.
Ainsi, la variable L contient : -

en 1 coordonnA®©e, une approximation de E(X) obtenue A I'aide de 102 simulations de X,

en 2 coordonnA®©e, une approximation de E(X) obtenue A I'aide de 102 simulations de X,

en 5 coordonnA®©e, une approximation de E(X) obtenue A 1'aide de 108 simulations de X. La variable L est
donc un vecteur contenant 5 approximations de plus en plus prA©cises de E(X) 0A! X suit une loi de Pareto de
paramAstres a et b.

Afin de permettre une bonne comprA©hension des mA©canismes en jeu, on a dA©taillA© avec prA©cision la
rA©ponse A cette question. Cependant, fournir la bonne rA©ponse dA©montre la bonne comprA©hension de
l'algorithme et permet d’obtenir tous les points allouA©s A cette question. On procAsdera de mA2me dans les
autres questions .

1l est A©tonnant que '’A©noncA© mentionne la notion de liste. Dans beaucoup de langages informatiques, on
trouve la distinction entre liste et tableau. Sans trop entrer dans les dA®©tails, ces deux objets rA©pondent A des
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objectifs diffA©rents. En gA©nAO©ral, la distinction s’A©tablit comme suit :

un tableau est un objet dont la taille est fixA© A I’avance et ne peut varier.
L’accAss et la modification d'un AOIA©ment du tableau se fait de maniAsre rapide.

une liste est un objet dont on peut faire A©voluer facilement la taille. GrossiAsrement, une liste est implantA©e
suivant la logique d’une pile d’assiettes. Lajout se fait en dA©but de liste (on pose un nouvelle assiette en haut
de la pile). LaccAss A un AOIA©ment de la liste requiert de passer en revue tous les AOIA©ments de la liste (on
dA©pile les assiettes jusqu’A 1'obtention de celle que I'on souhaite). En, il n'y a pas vraiment lieu de parler de
liste. Ce langage est pensA®© avec une faible variA©tA© de types. LidA©e gA©nAOrale est la suivante : “en tout
est matrice”. D’ailleurs, 'objet renvoyA®© par la fonction mystere est bien une matrice ligne A 5 A©IA©ments
(on parle aussi de vecteur). Limplantation du type matriciel en ne nA©cessite pas que la taille de la matrice soit
fixA©e en amont. On peut donc agir comme le propose le concepteur et ainsi copier 'idA©e de la liste consistant
A ajouter des AOIA©ments au fur et A mesure. Mais cela ne semble pas pertinent car on connaA®t dAss le
dA©but de la fonction la taille de I'objet renvoyA®©. Il est donc fortement recommandA®© de penser 'objet L
plus comme un tableau dont la taille fixA©e initialement n’A©volue plus. Cela peut se faire en initialisant L de la
maniAsre suivante : 1 L = zeros(1, 5) Cela permet d’allouer une bonne fois pour toute I'espace mA©moire
nA©cessaire A la dA©finition de I'objet L. On A©chappe ainsi au risque qu'une nouvelle allocation de mA©moire
soit nA©cessaire si la taille de I'objet grandit au-delA de ’espace mA©moire allouA®© initialement.

Les considA©rations dA©taillA©es dans le point prA©cA©dent ne sont pas un attendu du programme. Elles
sont prA©sentA©es ici uniquement car le concepteur mentionne la notion de liste, terme non prA©sent dans le
programme officiel.
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On exA©cute la fonction prA©cA©dente avec diffA©rentes valeurs de a et de b.
Comment interprA©ter les rA©sultats obtenus ?

mystere(2,1) ans = 1.9306917 1.9411352 1.9840089 1.9977684 2.0012415mystere(3,2) ans =

Proof.

Linstruction mystere(2,1) renvoie un vecteur contenant 5 approximations de plus en plus prA©cises de E(X),
0A! X suit une loi de Pareto de paramAstres 2 et 1.

Les 5 valeurs affichA©es semblent Aatre de plus en plus proche de 2. On peut donc conjecturer que, si X suit une
loi de Pareto

de paramAstres 2 et 1, alors : E(X) = 2.

Linstruction mystere (3,2) renvoie un vecteur contenant 5 approximations de plus en plus prA©cises de E(X),
0A! X suit une loi de Pareto de paramAstres 3 et 2.

Les 5 valeurs affichA©es semblent A2tre de plus en plus proche de 3. On peut donc conjecturer que, si X suit une
loi de Pareto

de paramAstres 3 et 2, alors : E(X) = 3.

Linstruction mystere (1,4) renvoie un vecteur contenant 5 approximations de plus en plus prA®©cises de E(X),
0A! X suit une loi de Pareto de paramAstres 1 et 4.

Les 5 valeurs affichA©es ne semblent pas converger vers une valeur en particulier. On peut donc conjecturer qugj
si X suit une loi de Pareto

de paramAsStres 1 et 4, alors elle n’'admet pas d’espA©rance.

Montrer que X admet une espA©rance si et seulement si a > 1 et que, dans ce cas :

E(X)_a_b
B 1

Proof.
La X admet une espA©rance si et seulement si I'intA©grale f —oo+oox f(x) est absolument convergente, ce qui
A©quivaut A dA©montrer sa convergence pour des calculs de moments du type f —oo+oox” f(x).

Comme f est nulle en dehors de [b, +ool :

f—oo+oox flx) = /b+oox fx)

De plus, pour tout x € [b, +ool :
a

b 1
xf(x):xa = ab® —

xa+1 x@
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1 -
Or f b+oo— est une intA©grale de Riemann, impropre en +oco (b > 0), d’exposant a. Elle est donc convergente si
X
et seulement si a > 1. On en dA©duit que la X admet une espA©rance si et seulement si a > 1.

Supposons alors a > 1.
Soit B € [b, +o0.

bex fx) = ab“bex‘“

x—a+1

= ab? bB (cara#1) [-.2cm] =

ab® 1 —a+1

a—1 xa!
3 a b? 1 1
- a-1\Be1  pa-l
1 _
Commea-1>0:B— +00—— =0.D’0A!:

E(X) = - — = — - — —
X a—1 ba-1 a-1\ bl (a-1Db4b1 a-1

Onremarque qu’on troyyg bien des rA©sultats cohA©rents avec les rA©sultats obtenus avec en question prA©cA©dente

Ainsi,sia>1:E(X) =

a b? (0 1 )_ ab“( 1 ) a b? ab

si X suit une loi de Pareto de paramAstres 2 et 1, alors X admet une espA©rance et :

2x1
EX) = — =2
2-1

si X suit une loi de Pareto de paramAstres 3 et 2, alors X admet une espA©rance et :

E(X) = 222 = 3
==

Montrer que X admet une variance si et seulement si a > 2 et que, dans ce cas :
si X suit une loi de Pareto de paramAStres 1 et 4, alors X n'admet pas d’espA©rance.

ab?

S P T

Proof.

La X admet une variance si et seulement si I'intA©grale [ —co+oox? f(x) est absolument convergente, ce qui

A©quivaut A dA©montrer sa convergence pour des calculs de moments du type f —oo+oox” f(x).

Comme f est nulle en dehors de [b, +ool :

f—oo+oox2 fx) = fb+oox2 fx)
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De plus, pour tout x € [b, +o0l :

5 _ p,ab* 1
X flx) = x xa+l ab xa-1
1 -
Or f b+oo pors) est une intA©grale de Riemann, impropre en +oo (b > 0), d’exposant a — 1. Elle est donc conver-

gente si et seulement si a— 1> 1. On en dA©duit que la X admet une variance si et seulement si a > 2.

Supposons alors a > 2.
Soit B € [b, +o0l.

/bef(x) = ab“bex_“Jrl
x—a+2
= ab? bB (cara #2) [-.2cm] =
ab? 1 —a+2
_ 2 ___bB
a—-2 x%2
B ab® 1 1
" a-2\BeZ pa2

=0.D'oA!:

Comme a—-2>0: B— +00 =
Ba—Z

a a a 2
E(Xz):—ab ( 1 )_ ab ( 1 ) ab® ab

O_ = — — =
a-2 ba-2 a-2\ ba2 (a-2)b*b=2 a-2
ab?
a-2

Ainsi, sia>2: E(X?) =

Par la formule de Koenig-Huygens :

(X) = EX?-(EX)°
_ ab? _( ab )2
B a—2 a—1
= ab? L_L)

a-2 (a-1)?2

_ a2 (a—l)z—a(a—Z))
B (a-2) (a—1)2
e [B2ar ) - @ -2a)
- (a-2)(a—1)2
_ 2 —1
B (a-2)(a—1)?

ab?

Ainsi,sia>2: (X)) = ———.
(a-2)(a-1)?
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Partie B : Estimation du paramAStre b

On suppose dans cette partie uniquement que a = 3 et on chercher A dA©terminer un estimateur performant de
b.
Ainsi, la variable alA©atoire X admet pour densitA®© la fonction f dA©finie par :

3b3
fix*—’{ 0 six<b[-.2cm]—-
X

Soient n € N* et Xj, ..., X;, des variables alA©atoires indA©pendantes, toutes de mAame loi que X.

On dA©finit :
X1+ + X,

n

Y, = min(Xy,...,X},) et Zn=

On admet que Y, et Z,, sont encore des variables alA©atoires dA©finies sur (L,

).1.
a)

Calculer, pour tout x de [b, +ool, (Y, > x).

Proof.
Soit x € [b, +00l.

(Y,>x) = (k=1nX;>x)

k=1n(X;>x) (carlesXy, ..., X, sont indA©pendantes) [-.2cm]
k=1n(1-Fx,(x)

= (1-Fxx)" (carlesXy, ..., X,, ont mAame loi que X) [-.2cm] =
b 3! b 3n
-G - )
X X
b)3" O
Vx€~[b,+oo[,(Yn>x)=(‘;r) i i
En dA©duire que Y, suit'dnie loi de Pareto dont on prA©cisera les paramAStres.

Proof.
Tout d’abord : Vk € 1, n, X;.(Q) = [b, +oo[. Ainsi : Y,,(Q) < [b, +ool.

DA®©terminons Fy,, la fonction de rA©partition de Y.
Soit x € R. Deux cas se prA©sentent :

six€]—o00,b[, alors Y, < x = @ (car Y,,(Q) < [b, +oo]). D’0A! :

Fy,(x) = (Y,<x) =(®) =0
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si x € [b, +ool, alors :

Fy, (x)

|
o
I\
o)

I
—
|
<=
v
a

b 3n _ _ _
1- (—) (d aprAsslaquestionprAl cAl dente)

3n
Finalement: Fy :x— { 0 six<b[-.2cm]1- (—)
x

D’aprAss la question 2., on reconnaA®t la fonction de rA©partition d'une de loi de Pareto de paramAStres 3n et b

Or la fonction de r%(%gaftition caractA®©rise laloi d'une . On en dA©duit que Y, suit laloi de Pareto de paramAstres
Mpater que Y, = Y, est un estimateur sans biais de b.

Calculer le risque quadratique de cet estimateur.

Proof.
Lay,_Sn—ly_Sn—l
" 3p " 3n

A l'aide d'un n-A©chantillon (X3, ..., X,) dela X,

min(Xy,..., X,) s’exprime :

sans mention du paramAstre b. La Y, est donc un estimateur de b.

Comme 3n =3 > 1, d’aprASs la question 4.a), la Y, admet une espA©rance.
Ainsi, la Y}, admet une espA©rance (donc un biais) en tant que transformA®©e linA©aire d’'une qui en admet une.

De plus:
, 3n—-1
E(Y,) = E 3 Y,
SI’l— 1 o TV TG 1) i AV
= an E(Y,) (parlinAl aritAl del espAl' rance)[—.2cm] =
3n—1 3nb , - .
(d'aprAsslesquestions
3n 3n-1
4.a)et5.b))[—.2cm] = b

La Y, est donc un estimateur sans biais de b.

Comme 3n =3 > 2, d’aprASss la question 4.b), la Y;, admet une variance.
Ainsi, la Y, admet une variance (donc un risque quadratique) en tant que transformA®©e linA®©aire d’'une qui en
admet une.
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Par dA©composition biais-variance :

rp(Y)) ¥} + (bp(Y)))?

(3n—1 Y)
3n "

(Y))+0 (carY', est un estimateur sans biais de b) [-.3cm] =

B (3n—1)2 W
- 3n "

2 3nb? -
= B2 n (d aprAsslesquestions4.a) et5.b))

Bn)? Br=12(Bn-2)

b2
E‘)malement: rp(Y)) = ————
DA®©terminer l’espA@i?’e{h@'él et 1 variance de Zn.

Proof.

La Z, admet une variance (donc une espA©rance) en tant que combinaison linA©aire de qui en admettent une.

De plus:
1
E(Z,) = E(; Y k= 1nXk)
1 ~ ~ ~
= - Y k=1nE(Xy) (parlinAY aritAY del espAl rance)[—.2cm] =

3b - 1 3
—Yk=1n|— 'aprAssd.a))[-.2 = Zxrl
p. Yk n(?)—l) (d'aprAssd.a))[—.2cm] \&x\mzb

. 3
Ainsi: E(Z,) = > b.

Enfin:
1
1 2
= (—) X k=1nXy)
n
1 -
= P Y k=1n(Xy) (carlesXy, ..., X, sont indA©pendantes) [-.2c!
1 k= lng—b2 (d'aprAssd.b))[—-.2cm] = 1 ><\7<z\i
=T T Bo 2 6-2) PrAsSE.oN - S

_ _ 3b?
On en dA©duit : (Z,) = I
n
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En dA©duire un estimateur notA© Z), sans biais de b de la forme a Z,, 0A! a est un rA©el A prA©ciser.
Calculer le risque quadratique de cet estimateur.

Proof.

D’aprAss la question prA©cA®©dente :

3
E(Zn) =3 b
2
donc 3 E(Z,)=b
., 2 Lo s B
d' oAz E(§ Zn) =b (parlinAtaritAldel espAl'rance)

2 2
On pose alors a = 3 LaZ,=aZ,= 3 Z, s'exprime :
A l'aide d’'un n-A©chantillon (X3, ..., X,) dela X,
- 2
sans mention du paramAstre b. La Z;, = 3 Z, est donc un estimateur de b.

La Z], admet une espA©rance (donc un biais) en tant que transformA®©e linA©aire de la Z,, qui en admet une. De
plus:
by(Z)) = bp(aZy) = BE(@Z,)—b =0  (d'aprAss un point prA©cA©dent)

La Z], est un estimateur sans biais de b.

La Z] admet une variance (donc un risque quadratique) en tant que transformA®©e linA®©aire de la Z,, qui en
admet une.

Par dA©composition biais-variance :

n(Zh) = (Zh)+(bp(Z)
= (aZ,)+0 (carZ}, est un estimateur sans biais de b) [-.2cm] =
a? (Zn)
4 3 b2 i’ 8% . AP ATV
= 5 (d' aprAsslaquestionprAl cAl dente)[—.2cm] =
b2 9 4n
3n O

2
Fpvze )V é?I_Z,Q, quel estimateur choisir ? Justifier.
n

Proof.

Comme les estimateurs Y, et Z;, de b sont tous les deux sans biais (questions 5.c) et 6.b)), le meilleur des deux est
celui dont le risque quadratique est le plus faible.
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Or, toujours d’aprAss 5.c) et 6.b) :

b? b?
I‘b(Y,)Srb(Z/) o — s —
n n 3n(3n-2) 3n
o ! <1 (car3n>0)[ 2cm] ©
3n-2 b2 '
3In-2=21 = 3n=3

Cette derniAsre inA©galitA© est vraie car n € N*. Ainsi, par A©Oquivalence, la 1 aussi. On en dA©duit que Y, ebt
un meilleur estimateur de b que Z;,.
Partie C : Estimation du paramAsStre a

On suppose dans cette partie uniquement que b = 1 et on cherche A construire un intervalle de confiance pour
a.
Ainsi, la variable alA©atoire X admet pour densitA®© la fonction f dA©finie par :

f:x»—»{ 0 six<l[-.2cm] s

Soit (X;) nen+ une suite de variables alA©atoires indA©pendantes, toutes de mAame loi que X. 1.

Soit n € N*. On pose : W, =In(X},).
Montrer que la variable alA©atoire W, suit une loi exponentielle dont on prA®©cisera le paramAstre.
En dA©duire I'espA©rance et la variance de W,,.

Proof.

CommenA§ons par dAA©terminer W, (Q).
Notons h : x — In(x), de telle sorte que W, = h(Xy).

On considAsre ici X,,(Q) = [1, +oo[. On en dA©duit :

Wa(Q) = (h(Xn)Q) = h(X,()

= h([1,+o0])

= [h(l),x+:;oh(x)[ (carlafonctionhestcontinueetstrictementcroissantesur[l,+ool) [-.2cm]
[0, +o0[

Et ainsi: W, (Q) = [0, +ool.

DA®Oterminons la fonction de rA©partition Fy, de W,.
Soit x € R. Deux cas se prA©sentent :

six <0, alors W, < x = @ (car W,,(Q) = [0, +o0o[). D’0A! :

Fy,(x) =W, <x)=(®)=0
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six=0 alors:

Fy,(x) = (W,<Xx)
= (In(X,) <x)
= (X,<H (parstrictecroissancedelafonctionexp sur R) [-.2cm] =
Fx, ™)
114
= 1- (;) (carb=let,commex=0,*=1) [-.2cm] =

1-— (—X)ﬂ — 1_—ax
On obtient finalement : Fyy, : x — { 0 six<01-—%*

On reconnaA®t la fonction de rA©partition d’une qui suit une loi a. Or la fonction de rA©partition caractA@riqgJ
- 1 1
laloi. On en dA©duit: W,,a On en conclut : E(W,)) = — et (W,,) = —-
On dA©finit, pour tout n de N* : a a
_ In(Xp) +-+-+In(X,)
n

M, et T,=vn(aM,-1)

a)

Justifier que la suite de variables alA©atoires (T,) ,en+ converge en loi vers une variable alA©atoire suivant la loi
normale centrA©e rA©duite.

Proof.

Soit n e N*.

On cherche ici A appliquer le thA©orASme central limite. On commence donc par dA@terminer W, et on
souhaite relier cette A la T,, de '’A©noncA®©.

IntA©ressons nous d’abord A la M,, = W ,,.

La M,, admet une variance (et donc une espA©rance) en tant que combinaison linA©aire de qui en admettent
une.

De plus:

E(M,) = E(% Yk= 1an)

1 - - -
= - Y k=1nE(Wy) (parlinAl aritAl del espAl rance) ..

1 1 _ o
— Yk=1n— (d'aprAsslaquestionprAlcAldente)[-2cm] =
n a

1
Ainsi: E(M,,) = —.
a

1

— X

A
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Enfin :

(M) - (% ¥ k= 1nwk)

1\2
= (—) X k=1nWy)
n

1 _
= s Yk=1n(Wy) (carlesWy, ..., W, sont indA©pe
1 1 _ o
— Yk= ln—2 (d'aprAsslaquestionprAlcAldente)[—.2cm] =
n a
- 1
D'0A! : (M) = —.
na

Comme la M,, = W, admet une variance non nulle, la WZ est bien dA©finie. De plus:

T W,—-EW,)
n T T =
vV (Wy)
M, — L
n- g4 ’ o A ST o
= (d' aprAsscequiprAl cASde)[—.2cm] =
1
na
M,-1
1
ayvn
1
= a\/ﬁ(Mn——)
a
= VnaM,-1)

On en dA©duit: W, = T,.
La suite (W;);en est une suite de :

indA©pendantes par lemme des coalitions (car la suite (X;) ;en est une suite de indA©pendantes),

de mA2me loi a, O
. : —2 L/ng2 R .y .
Eum@mﬁtwguwmmwﬁ@ﬁfe n—y\/\/%ms}»@%nﬁmmdémﬁﬁm%yﬁﬁoﬁthﬁéur a au niveau de
n n n n

confiance 95%.

On admettra que ®(2) = 0,975, 0A! ® dAOsigne la fonction de rA©partition d’'une variable alA®atoire suivant la loi
normale centrA©e rA©duite.
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1
vVn-2 ot Vn+2
vnM, — V/nM,

LA©noncA© considAsre ici : M,(Q) < 10, +oo[. En effet, dans la cas contraire, les

bien dA©finies.

ne sont pas

Cette hypothAsse n’est pas aberrante puisque, d’aprAss la question 8. : Wy, a. Ainsi, on peut considA©rer: W, (Q) <
10, +ool.

1 -
Comme M,, = - Y k=1nWy, on en dA©duit : M, (Q2) < ]0, +ool.
Pour une remarque plus complAste sur la notation W, (Q), on se reportera A la question 2.

Proof.

On cherche A dA©montrer :
( vn-2 Vn+2
n— 400 <as<

< = 95%
Vi M, N8 °

Soit n € N*. Atudions d’abord la probabilitA©.

vn-2 <q< \/ﬁ+2)
vaM, VM,
(Vn-2 < aynM, < yn+2)  (caryn>0et M,(Q) <10,+00]) [-2cm] = (-2 < aynM,—-+/n < 2)

(-2 < Vn(@aM,-1) < 2)
= (2s<T,<2
Or, d’aprAss la question prA©cA®©dente : T, Z, 0A! Z01. D’oA! :

n—+oo(-2<1Ty,<2) = (2<2<2)

PR2)-Dd(-2)  (carZ0l)[-.2cm] =
?(2)-(1-0(2)

20(2)-1
De plus, d’aprAss '’A©noncA© :
@(2) =0,975
donc 20(2)=1,95
d oAz 2®(2)-1=0,95

Ainsi :

-2 +2
n—>+oo(\/ﬁ sas\/ﬁ = 95%
vVnM, vnM,
- n-2 n+2
On en dA©duit que l'intervalle vn ; vn est un intervalle de confiance 0
vVnM,  VnM,

asymptotique pour a au niveau de confiance 95%.



