RAPPELS D’ECGI1 :
INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN
SEGMENT

1.1 Primitives

[DEFINITION 1.1]

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que F est une primitive de la fonction f sur I si F

est dérivable sur [ et si:
Vxel F(x)=f(x

~— THEOREME 1.2 N

1. Toute fonction continue sur un intervalle / admet au moins une primitive sur /.

2. Si F est une primitive de f sur I, alors toute autre primitive de f sur I est de la forme F + c ou1 ¢
est une constante.

\ J

Primitives usuelles :

fonction f(x) | primitive F(x) | Domaine de validité

EXERCICE 1.1. Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
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g(x)=g

l(x)zm
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1.2 Intégrale d’'une fonction continue sur un segment

[DEFINITION 1.3]

Soit f une fonction continue sur I et F une primitive de f sur I.

Quels que soient les réels a et b de I, on définit le nombre réel, noté , appelé intégrale de aa b de f
par:

b
f f(dt=[F(t)}=Fb)-F(a)

Ce nombre est indépendant du choix de F.

(PROPRIETE 1.4 (linéarité de I'intégrale)

Soient f et g deux fonctions continues sur I. Soient a et b, deux réels de I.
Pour tousréels L et y,ona:

b b b
f(/lf(t)+,ug(t))dt:/lf f(t)dt+pf g(ndt

EXERCICE 1.2.

1 1
1. Soient In:f (1+t2)”dtet]n:f
0 0

———dt. Montrerque VneN, I,+ J, =1.
1+ 2)n q n*Jn

2. Calculer f
0

1(n-1
(Z(k+ l)xk) dx

k=0
PROPRIETE 1.5

Soit f, une fonction continue sur I. Soient a, b, ¢ trois réels de I.

l.ff(t)dt:O
b
2. si f=0sur [a;b] alorsf fHdt=0< f=0sur[a;b]
a b
3.ff(t)dt:—f fx)dx
b a

b c G
4. f fdte +f fde = f fdte (relation de Chasles)
a b a

[PROPRIETE 1.6 (croissance de l’intégrale)]

 ed f = g

. ye . . . b b
Si o @ e senEe G 12 4 } Alors on al'implication : _ f fde > f g(dt
a a

1
EXERCICE 1.3 (Etude de suites). Pour tout n € N*, on note I,, = f (In(1+ p"dzt.
0

1. Montrer que pour tout n € N*, I,, > 0.
2. Etudier la monotonie de la suite (1) sen-
3. En déduire que la suite (I,;) ,en cOnverge.



1.3- DEUX TECHNIQUES DE CALCUL D’UNE INTEGRALE

n
1
EXERCICE 1.4 (Etude de séries). Pour n € N*, on note S,, = Z E’ la somme partielle de la série harmonique.
k=1

1. En utilisant la décroissance de la fonction ¢ — % montrer que Vk=1,Vre [k, k+1], ﬁ < kk+1 %dt < %

2. En déduire par sommationque Vn=1, S, = f{'“ %dt.

1
3. En conclure que la série ) — diverge.
n=1

1.3 Deux techniques de calcul d’'une intégrale

,—[THEOREME 1.7 (intégration par parties)} N

Soient u et v deux fonctions de classe C! sur I. Soient a et b dans I. Alors :

b b b
fu’(t)v(t)dt:[u(t)v(t)]a—f u(nv' (ndre
a

a

1
EXERCICE 1.5. 1. Calculerf re®tdr.
0

2. Enreprenant la définition de I, de 'exercice 3 précédent, calculer I;.

,—[THEOREME 1.8 (changement de variable)] |

Soit f une fonction continue sur I.
Soit u une fonction de classe €'sur [a; b] vérifiant u([a; b)) < I
Alors, on a la formule dite de changement de variables :

b u(b)
f flum)u' (tyde= fwdu.

u(a)

1 t

EXERCICE 1.6. Calculerf dtrenposant u=e’ +1.

o (ef+1)2

~COROLLAIRE 1.9 \

Soit f une fonction continue sur I et a un réel quelconque de 1.

a a
¢ Si f est paire, alors f(t)dtzzf fdte
-a 0

a
* Si f estimpaire, alors fde=0
—a

EXERCICE 1.7. 1. Etudier la parité de la fonction ¢ — T

A

2. Calculer en fonction de A > 0 I'intégrale suivante f T+ 11
-A



1.4 Fonction définie par une intégrale

,—[THEOREME 1.10 (théoreme fondamental de l’intégration)}

Soit f une fonction continue sur I et a un réel de I.

X
Soit F la fonction définie sur I par F(x) = f f()dt . Alors, on a les points suivants :
a

1. F estdérivable sur I et pour tout x de I : F'(x)=f(x).
Autrement dit F est une primitive de f.

2. Festde classe € sur I.

3. F(a) =0donc F estla primitive de f qui s’annule en a

* 1
EXERCICE 1.8. Soit F la fonction définie pour tout x > 1 par F(x) = f mdt.
2

1. Justifier que F est de classe C' sur]1;+oo[, calculer F'(x) puis étudier les variations de F.
2. Calculer F(2) puis étudier le signe de F.
3. En utilisant que pour tout ¢ > 1: Int<t-1:
(a) Montrer que pour toutx=2: F(x)zIn(x-1)
puis déterminer lim F(x)
X—+00
(b) Montrer que pourtoutl <x<2: Fx)<In(x-1)

puis déterminer linll F(x)
Xx— +
(c) Dresser le tableau de variation de F.
2

|
4. Soit G la fonction définie pour tout x > 1 par G(x) = f s
x n

dt.

(a) Exprimer G a I'aidede F.
(b) Montrer que G est de classe C! sur ]1; +ool, calculer G'(x) puis étudier les variations de G.
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