| Suites

Suites arithmétiques

o (uy,) est arithmétique de raison r si u,4+1 = u, + r pour tout entier n
e Pour tout entier n, u,, = up + nr et plus généralement, u, = u, + (n — p)r
n(n+1)

o142+ 4n=——7

Suites géométriques
o (u,) est géométrique de raison ¢ si up11 = uy, X ¢ pour tout entier n

e Pour tout entier n, u,, = up X ¢" et plus généralement, u, = u, x ¢" 77

1— qn—i-l

el+g+g®+ - +q"= -

Variations

e (u,) est une suite croissante si u,+1 > u, pour tout entier n

e (uy,) est une suite décroissante si u,+1 < u, pour tout entier n

! 7

@ Pour étudier les variations d’une suite, on peut :
— Utiliser le cours si la suite est arithmétique ou géométrique
— Etudier le signe de u,+1 — uy,

. . Un41
— Etudier si —t
u

n
sont strictement positifs)

> 1 (uniquement dans le cas d’une suite dont tous les termes

-
Complément de cours, méthodes et exercices sur sésamath
Rappels de premiére (spécialité) : lienl

variations, suites arithmétiques et géométriques, calculs de sommes
Rappels de terminale (niveau maths complémentaires) : limites lien 2
Pour les étudiants ayant suivi la spécialité maths en terminale, ’étude des suites

arithmético-géométriques n’est pas exigible pour I’entrée en prépa ECG. Nous étudie-
rons ces suites particuliéres pendant la premiére année.

> Suites arithmétiques et géométriques
Exercice 1 (correction)

5
La suite (u,,) est définie par ug = —5 et up41 = Uy + 5 pour tout n € N.

Déterminer I'expression de u,, en fonction de n. Calculer uig et déterminer lim wu,,.
0
+OO

n—

Exercice 2 (correction)

Soit (uy,) la suite définie par u; = 4 et u,+1 = —2u, pour tout n € N*.
Déterminer ’expression de u,, en fonction de n. Calculer uy.

Exercice 3 (correction)
Déterminer le terme général des suites suivantes, puis leur limite.

a) Pour tout n € N*, w11 — 2u, =0 et u; =2
D,
b) Pour tout n > 0, v,41 = ; et vg = 3.

¢) Pour tout n > 0, w11 —w, = 3 et wy = 10.

Exercice 4 (correction)
On note S, la somme des n premiers termes d’une suite (u, ). Déterminer l’expression
de S,, en fonction de n dans les cas suivants :

a) uy, =12 x (0,4)™ pour tout n € N
b) w, = 4n — 3 pour tout n € N*

c) (uy) est une suite géométrique de raison i et de terme initial u; = 5.

> Utilisation de suites arithmétiques et géométriques

Exercice 5 (correction)
Soit w une suite vérifiant u, 11 = 2u, + n pour tout n € N et ug = 1.

1. On pose v, = u, +n+ 1 pour tout n € N. Mountrer que (v,) est géométrique.

2. En déduire ’expression de v,, en fonction de n puis celle de u,,.

Exercice 6 (correction)
On consideére la suite (u,,) définie par u; = 1 et pour tout n € N*, w1 = %un + 4.
On pose, pour tout n € N*, v, = u,, — 6

1. Calculer v, 41 en fonction de v,. En déduire ’expression de v,, en fonction de n.
2. En déduire I'expression de u,, en fonction de n.

3. Etudier la convergence de la suite (uy,).
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> Variations

Exercice 7 (correction)

Etudier le sens de variation de la suite (uy,)

1
un=2—gpourn>l.

a)
b) u, =n? —4n + 3 pour n € N.
¢) up =n—2" pour n € N.
d) up =1 et pour tout entier n, u, 11 = n? + u,
3n+1
e) Uy = ~5n pour tout n € N*.
> Limites

Exercice 8 (correction)
Déterminer la limite des suites suivantes :

Dun=gty Mu=(3-2)  Ju=G- v+

1\" 1 n? 4+ /n
d)un:2n+<3) e)unzl_en f)Un:2—i_:1{>

Exercice 9 (correction)
Parmi les expressions suivantes, indiquer celles qui font apparaitre des formes indéter-
minées lorsque n (on ne demande pas de déterminer la limite)

) 1 2 g

n — " — bnzi_zﬂ n — T 5 n
dn =€ 70 ny/n ¢ 1—3n n+1

4%0.2" 1 1
en=n++vn f 3 g n(n) x (n \/ﬁ)

Exercice 10 (correction)

Déterminer la limite des suites suivantes :
—3n+4 5™ 4+ 3"
a)unzn—2n2 b)unzﬁ C)Un:T




‘ Correction - Suites Exercice 4 (énonceé)

. . , 5
Exercice 1 (énoncé) up = —5 et upy1 = un + 3 pour tout n € N. a) uy, =12 x (0,4)™ pour tout n € N : (u,) est une suite géométrique
5 Sn:UO+U1+"'+Un_1
(uy,) est une suite arithmétique de raison r = 3 et de terme initial ug = —5 donc — 1241204412 x (074)2 L 119% (074)n_1
5
un:uo—km‘:—5+5n. :12(1+0,4+~~+0,4”71)
5 1-0,4"
u10 = —H + = x 10 = 20. =12x ——
10 5 “1-0.4
P duit, lim 2n—=-+o0d 5 li =+ _ g x 1204
ar produit, LHm o = +00 onc par somine, JHm - un = +oo. = 0.6
_ 19 1-0,4"
Exercice 2 (énoncé) uy =4 et u,1 = —2u, pour tout n € N*. =1ax 1%
. , , . . — _ « ey . _ 10
(uy,) est une suite géométrique de raison ¢ 2 et de terme initial u; =4 — 17 % = x (1—0,4™)
Un =y X g7 = 4 x (=2)77L = (=2)2 x (=2)t = (—2)n L, g
U4:(—2)5=—32 20X(170,4 )

b) u, = 4n — 3 pour tout n € N*. (u,) est une suite arithmétique
Sp=ui tuz+--+uy
=(4x1-3)+(4x2-3)+--+(4dxn—-3)

Exercice 3 (énonceé)

a) Pour tout n € N*, w41 —2u, =0 et u; =2

Unt1 = 2y, donc (u,) géométrique de raison 2 et u, = uy x 2"~ 1 =2 x 2n~1 = 2", =4x(1+24--+n)=3xn
. B 1
Comm62>1,n£2100 Uy = +00 :4><n(n2+ )—Sn
b) Pour tout n > 0, v,41 = %L et vy = 3. =2n(n+1) —3n
q 1d 1\" =2n%+2n—3n
n) géométri i - n=39|=
(vy,) géométrique de raison 5 donc v (2) —on?
Comme —1 < b <1, ngl}rloo (2> = 0 donc ngg}w vp =0 ¢) (uy) est une suite géomlétrique de raison i et de terme initial u; = 5 donc pour
tout n € N*, u, =5 x (3)"*
¢) Pour tout n > 0, w,11 — w, = 3 et wy = 10. S, =y + us + -+ up
Wpt1 = wy, + 3 done (w,) arithmétique de raison 3. 1 1\ 2 1\t
Wy =w; +3(n—1)=10+3n—-1)=7-3n =545 x <> +5x <4> oS (4>
lim —-3n=—ocodonc lim w, = —o0. 1 1\" !
n——+00 n——+0o =5xX |14+=+---4+1(-
4 4
_1in 1— 1"
=5x L —5x 4
11 3
1 =
4




Exercice 5 (énonceé)
(uy,) est définie par up41 = 2u, +n et ug = 1.

1. Pour tout n e N, v,, =u, +n+1
Donc vp41 =tpi1+(n+1)+1

=2Uu, +n+n—+2
=2(up +n+1)
= 2v,
(vp,) est une suite géométrique de raison 2.

2. Le terme initial de (v,,) est vg = up+0+1=1+1=2 donc v, =2 x 2" = 2"+!

Comme v, = Uy, +n+1, 0n a up, = v, —n — 1 donc u, = 2"+ —n — 1.

Exercice 6 (énoncé)

u1zletpourtoutnEN*,un+1:%un+4etvn:un—6

1. Pour tout n € N*, v,41 = upy1 —6 = %un+4—6 = %un -2
Or v, = u, — 6 donc u,, = v,, + 6
Ainsi, v,41 = %(vn +6)—2= %vn

(vn) est géomeétrique de raison % et de terme initial v = u1 —6=1—-6 = =5

n—1 n—1
1 1
donc v,, = v1 X <3> = -5 X <3>

1 n—1
2. U, = v, +6 donc u, =6—5 X (3)

—1 n n n
3. un:6—5><<:13) x(é) :6—5><3><<;> =6—15><(;>

1 . 1 . . "
Comme —1 < 3 <1, nEToo 3] = 0 donc par produit, ngrfoo —15x <3) =0
Par somme, lim wu, =6.
n—-4o0o

Exercice 7 (énonceé)

2)

1
Up =2— — pour n > 1
n

1 1
Pour tout n > 1, upy1 —uy, = (2— >— (2—)
n+1 n

Or o > 0 donc unq1 — up > 0 : la suite (uy,) est croissante.
nn+1)
un:n274n+3pourn>2.
Pour n > 2, upp1 —up, = ((n+1)> —4(n+ 1)+ 3) — (n® — 4n + 3)
=n?+2n+1—4n—4+3-n>+4n-3
=2n—-3

Or pour n > 2, 2n > 4 donc 2n—3 > 0 et ainsi u, 11 —u, > 0 (uy,) est croissante.

Uy, =n — 2" pour n € N

Pour tout n € N, upy1 — uy = (n +1-— 2"+1) —(n—2")
=n+1-2x2"—n+2"
— 1 _ 277,

Or 2" > 1 donc 1 — 2™ < 0 et ainsi up4+1 — up < 0 : la suite (u,) est décroissante.

uog = 1 et pour tout entier n, up4+1 = u% + Un
Pour tout n € N, 4,11 — u, = u2 > 0 donc (u,) est croissante

3n+1
Un =~
3n+2
1 3nt2 2" 3

Unt1 __2n% X =->1

Up 3n+1 2n+1 3n+1 2

21’L
Comme u,, > 0 pour tout n € N, (u,,) est croissante
3ntl 3 x3n 3\"

Rédaction alternative : u, = g = gn = 3 x (2> donc (uy,) est une suite

géométrique de raison 3> 1 avec ug = 3 donc la suite (u,) est croissante



Exercice 8 (énonceé)

) 2
a) up, =
3n+4
lim 3n 44 = +oo donc par quotient, lim w, =0
n—-+oo n—-+o0o
2
1
b) u, = (3 - )
n
lim —=0donc lim 1——=1cetainsi, lim wu,=1
n—+oo N n——+00 n n—s+o0
) = (- 2) 7 +)
c) Up=|—F4=— n
Vvn
lim +/n = +oo donc lim i*()et lim 3 -2 =-2
n—-—+oo - n——+oo \/’ﬁ B n——+oo \/ﬁ -
lim n?+4 = +oco donc par produit, lim wu, = —oco
n—-+oo n—-+00

1 n

lim 2" =4ococcar2>1et

n——+4oo

lim
n—-+oo

1" 0 1<1<1
5 =0 car — =
3 3

Par somme, lim wu, =400
n—-+oo
1
¢) tn = 1—em
lim e"=+4oocare>1donc lim 1-—¢e" = —o0etainsi, lim wu, =0
n—+00 n—+o00 n—+4o00
2
ne +4/n
£) u, = VR
2+ =
lim n?=+4occet lim +n=+occdonc lim n?+/n=+oc0
n—-—+00 n—-+00 n—-+oo
1 1
lim —=0donc lim 2+ —=2
n—+oo N n—-+4oo n
Par quotient, lim wu, = +o0
n—-+o0o
Exercice 9 (correction)
an = e" —n? forme indéterminée du type 4+00 — 0o
1 1
b, = —= — 2™ pas de forme indéterminée car lim ——= =0et lim 2" =+4o0
n\/n n—-+00 M4/N n——+00
(donc lim b, = —o0)
n—-+oo
Cp = : pas de forme indéterminée car lim 1—3n = —ocodonc lim ¢, =0
1 — 3TL n—-+4oo n——+oo

- 2" 4 3

(6]
dnp, forme indéterminée du type —
n+1 00
en = n+/n pas de forme indéterminée car lim n = +ooet lim /7 = +oo donc
n——+oo n——+oo
lim e, =+
n—-+oo
4%0.2" C . . n
In=— pas de forme indéterminée car [0,2| < 1 donc lim 4x%0.2" =0 et
né — n—-+4oo
1
lim n®—-3=+o0donc lim — =0dou lim f,=0
n——+00 n—+oo N4 —3 n——+o00

0 1 .
(— n’est pas une forme indéterminée)
00

gn = 4™ — 3" forme indéterminée du type 400 — oo car 4 > 1 donc
n—-+oo

et 3>1donc lim 3" =400
n—-4o0o
h l()><1 ! de f indét inée du t x0 li In(n)
= - — — orme indé e ca,
n = 1n(n n " Un e forme indéterminée du type oo rnirilm n(n
1 1
t 1 —=0et 1 — =0d li ———=0
Exercice 10 (énonceé)
a) up =n—2n? =n(1-2n)
lim n=+occet lim 1-2n=-ocodonc lim wu, =—00
n—-+oo n—-+4oo n—-+oo
b) —3n4+4 n(-3+2%) 1 -3+2
un = = = —
-1 mI-L) n 1-1%
4 1 -3+ 4
lim -3+ —=-3et Ilim 1——2:1d0nc lim - =3
n—s+0o n n—+o0o n n—+oo 1 — oz
1
lim — =0 donc par produit, lim wu, =20
n—+oo 1 n—4oo0

0w T 5 (5Y"(3)”
"o4n 4n yn o \ 4 4
ngrfoo (Z) :+oocar§>1et ngrfoo (i) =0 car —1<%<1
Par somme, lim u, =0
n——+oo

lim 4" =40



