Chapitrel0

SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES

Introduction

Une équation différentielle permet de modéliser I"évolution d'un phénomeéne dynamique dans un temps con-
tinu. Pour des modeles possédant plusieurs parameétres qui varient simultanément, on peut étre amené a obtenir
plusieurs équations différentielles couplées. Illustrons ceci sur un exemple de modele monétariste inflation-
chémage.

Ce modeéle repose sur quatre équations structurelles.

» La premiere équation exprime le taux de croissance des salaires W en fonction du taux de chdmage U et du taux
d’inflation anticipé I :

1) W@ =-pU@®)+hI(t) aveca,Bf>0, et 0shs<l.

 La deuxiéme équation décrit le taux d’inflation réel i en fonction du taux de croissance des salaires et du taux de
croissance de la productivité du travail (supposé constant) :

) i=wm-T.

o La troisieme équation décrit la variation du taux d’inflation anticipé I par rapport au taux d’'inflation réel i :

@) I'n=jlw-1(), avecO<j<I.

» La quatrieme équation décrit la variation du taux de chomage U en fonction du taux d’inflation réel i et du taux
de croissance de la masse monétaire (supposé constant) :

4) U@ =-k(m-i(n), avecO<j<l.

En combinant judicieusement ces équations, on arrive au systéme :

'y =jth-1IE)—jpU@+jla@—T)
U'(n) =khI()-kBU@) —k(m+T - a)

Il s’agit d’un systeme dont les fonctions I': t— I(¢) et U : t — U(¢), dérivables sur R*, sont inconnues : on parle de
systeme différentiel.

Résoudre ce systeme différentiel consiste a déterminer les fonctions I et U et ainsi déterminer des prévisions
socio-économiques a plus ou moins long terme concernant ici le taux d’inflation anticipé et le taux de chémage
en fonction du temps.

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R.
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10.1 Ecriture et résolution

10.1.1 FEcriture matricielle et existence de solutions

[DEFINITION 10.1 (Systeme différentiel linéaire homogene d’ordre l)j

» On appelle systeme différentiel linéaire homogeéne d’ordre 1 a coefficients constants tout ensemble
d’équations différentielles linéaires d’ordre 1 du type :

x () =a1x1(0) +aipx2(8) + -+ ay, pxp (1)

) - X (1) =ap1x1(0) + az2x20 + -+ + g, n Xp (1)

X, (8) = an1pX1+ An2X2(8) + -+ + A pXn (1)

elesayy, a1, ..., Ai,n, G2,1, ..., 2,5, ---, A, SONt des constantes réelles appelées les coefficients du
systeme.

e Les x1, X, ..., X, sont des fonctions dérivables sur I appelées les inconnues du systeme.

¢ Résoudre (S) consiste a trouver toutes les fonctions xi, x», ..., x, dérivables sur I vérifiant (simul-
tanément) les n équations du systéme.

EXEMPLE. Le systéme vu en introduction est un tout petit plus général : il s’agit bien d'un systeme différentiel
linéaire a coefficients constants mais il n’est pas homogene. Cependant, on peut se ramener a un systeme du type
de la définition précédente, moyennant un changement d’inconnues.

REMARQUE 10.1.
La forme générale d'un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogene, telle qu’écrite dans la définition précé-
dente, incite a exploiter I’outil matriciel pour obtenir une écriture plus synthétique :

[DEFINITION 10.2 (Ecriture matricielle)}

Tout systeme différentiel linéaire homogeéne a coefficients constants :
(8 =a11x1(8) + ay2%2(8) + -+ + ay, pxu (1)
X5 (1) = az1X1(8) + azpX2(8) + -+ + Az nXn (1)

(S)

x;(t) = ap1X1(0) + ap2x2(8) + - + ap pxp (L)

peut s’écrire matriciellement sous la forme :

X'(1) = AX(p)

x1(2) x) ()

. ]| X, (1)
ouonnote X()=[ . |, X()= .| etA=(ai ) jer,np € Mn(R).

X (1) X (1)

La matrice A est appelée la matrice associée au systéeme différentiel.

REMARQUE 10.2.
Par abus de notation on omettra la variable ¢ (sous-entendue) et parlera souvent du systéme différentiel

X' = AX.
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EXERCICE 10.1. Déterminer la matrice A associée au systeme différentiel homogene suivant :

X = x(t)+y)+z(t)
y’(t) = =2x()—-y@)+2z(1).
Z'(t)= 2x(t)—y(t) + z(1)

Un systéme différentiel linéaire homogene a coefficients constants généralise donc la notion d’équation différen-
tielle du premier ordre a coefficients constants vue en premiére année. Nous avions vu qu’en imposant une con-
dition initiale, une telle équation admettait une solution unique. Il en va de méme pour un systéme différentiel :

,—[THEOREME 10.3 ((Admis) Existence et unicité de la solution d’'un probleme de Cauchy)]—

Soit A€ ;(R).

» On appelle probléme de Cauchy la recherche de n fonctions x;, x, ..., x, dérivables sur I telles que,
'on ait

{X’(t) = AX(D)
X () = Xo

ol Xo € 451 (R) et tp € I sont donnés.

 Pour tout Xy € 4,1 (R) et fy € I, il existe une unique solution au probleme de Cauchy associé.

10.1.2 Résolution pratique

Pourla mise en ceuvre pratique de la résolution, on ne disposera pas d'une méthode générale permettant d’ obtenir
les solutions dans n'importe quel cas. On se limitera aux cas ou la matrice A associée au systeme est diagonalisable
et de taille 2 ou 3.

Avant de traiter ce cas étudions dans un premier temps le cas plus simple ol1 la matrice A est diagonale.

Dans ce cas, on peut résoudre directement utilisant nos connaissances de premiére année.

[PROPRIETE 10.4 (Cas ou la matrice est diagonale)}

@M = Ayn(®

. _ V() = Az2y2(D)
* Les solutions du systéme différentiel . sont de la forme :
Y@ = Apyn(2)
y1(t) = ayeh? a
y2() = apel?! !
. , avec : € My ([R).
an

yu(t) = a’nellnt

Tarduction matricielle :
« les solutions du systeme différentiel Y'(¢) = DY () ot D = diag(A;,...,1,) sont de la forme :

eh! 0 0
0 ehet 0 =
Y=o . +ay . +..+ay, . avec : € Mu1[R).
6 0 e’{"" e
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[PROPRIETE 10.5 (Cas ou la matrice est diagonalisable)}

. R X'(1) = AX (1) . .
On considere le probleme de Cauchy X(t) = X et on suppose A diagonalisable.
0) = Xo

Soit P la matrice de passage de la base canonique de .#/, 1 (R) a une base de vecteurs propres de A.

X'(t)= AX(0)

X est solution du probleme de Cauchy
X(to) = Xo

Y'(t) = DY (¥)

ol Yo = P X,.
Y(t)=Yo

— Y = P~ X est solution du probleme de Cauchy {

REMARQUE 10.3.

1. Davantage est que, d’apres la propriété 4, ’on sait résoudre le systéme “réduit”. On remonte ensuite a la solution
du systéme initial par un simple produit matriciel, puisque X = PY.

2. Il faudra re-démontrer ce résultat le jour J.

Résolution d’un systeme différentiel dans le cas ou1 la matrice associée est diagonalisable

On considere le systéeme différentiel d’écriture matricielle :

X1

X2
X'(t)=AX(t) ouX=| . |estlamatrice colonne des inconnues du systéme.

Xn
On procede selon les étapes suivantes :

1. On diagonalise la matrice A : on cherche ses valeurs propres et une base de .4, (R) for-
mée de vecteurs propres, de sorte a obtenir une matrice inversible P et une matrice diagonale
D =diag(Ay,...,A,) telles que A= PDP7L,

N

Y2
2. Onpose Y =| . | eton résout le systeme différentiel réduit Y'(¢) = DY (¢).

Yn
3. On appliquelarelation X = PY ol Y contient les solutions précédemment trouvées pour obtenir
x1(2)
x2(1) o
X(1) = . sous forme explicite.
Xn(1)

4. Le cas échéant, sila condition initiale est donnée, on cherche la valeur des constantes présentes
dans la solution trouvée telle que X (#y) = Xj.

REMARQUE 10.4.

On peut modifier légerement I'ordre des étapes de résolution dans le cas o1 on cherche la solution a un probleme
de Cauchy : apres I'étape 2, il est possible de déterminer 'unique solution Y telle que Y (fy) = P~'X, de sorte
qu’on obtiendra ensuite directement 'unique solution X cherchée lors de I'étape 3 en calculant PY.
Linconvénient de ce choix est qu’il nécessite de déterminer P!, alors que ce n’est en aucun cas nécessaire sinon.
Mais il faut étre conscient du fait que si I'on procéde dans I'ordre présenté dans la méthode précédente, alors on
pourra étre conduit a résoudre un systeme lors de la derniére étape.
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EXERCICE 10.2.

X)) = 2x()—yt)+z(1) x(0)=1
Résoudre sur R le systeme différentiel < y'(£) = —x(£) +2y(¢) + z(¢) avec la condition initiale { y(0) =0
2= 3z(1) z(0) = -1

REMARQUE 10.5.

Dans le cas ol la matrice A n’est pas diagonalisable, il n’y a rien a connaitre : la marche a suivre sera fournie par
I’énoncé. Il pourra par exemple nous amener a montrer que A est semblable a une matrice triangulaire, ce qui
peut ensuite permettre de résoudre le systeme différentiel toujours par I'intermédiaire d’'un changement de base.

REMARQUE 10.6.

En revenant aux équations différentielles linéaires homogenes du second ordre, nous pouvons observer qu’elles
peuvent se ramener a un systéme différentiel : Considérons I'équation différentielle linéaire du second ordre a
coefficients constants (E) : ¥ + ay’ + by = 0 (a et b étant des constantes).

On peut montrer aisément que y est solution de (E) surR < X = ( JJ//,) est solution du systeme différentiel X' = AX

N 0 1
ouA= .
(—b -a
Application : en utilisant la méthode de résolution vue auparavant, on peut constater qu’on retombe sur des ex-
pressions cohérentes avec les solutions trouvées en premiére année. En particulier I'équation caractéristique est

I’équation permettant de déterminer les valeurs propres de la matrice A.

10.2 Evolution des solutions d’un systéme différentiel

10.2.1 Trajectoires

[DEFINITION 10.6]

On consideére un systeme différentiel (S) défini par X"’ 1) = AX(f) ol A€ 4>(R) et X = (;C/)

On appelle trajectoire de (S) tout ensemble de points du plan du type I = {(x(t), y@), tel } ol (;)

est une solution de (S).

REMARQUE 10.7. ¢ On oriente parfois les trajectoires, dans le sens de ¢ croissant.

« Etant donné qu'il y a une infinité de solutions a un systéme différentiel linéaire a coefficients constants, il
existe une infinité de trajectoires. De plus, on peut prouver (hors de portée...) que deux trajectoires d'un
méme systeme différentiel sont soit disjointes soit confondues.

EXEMPLE. Voici quelques trajectoires d'un systéme différentiel X'(1) = AX(r) :

(b) Matrice A
sont B = Veet((

. Les espaces propres

1
2 3
2,1)) et Bs = Vect((1,1)).
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X
REMARQUE 10.8. ¢ On pourrait démontrer que si Xy = (yo
0

propre A, alors la trajectoire du systeme différentiel associée a la condition initiale X (fy) = Xy est une demi-
droite issue de I'origine et passant par le point (xy, o), orientée vers 'infini si A > 0 et vers l'origine si A <0
(si A =0 alors chaque point de la demi-droite est une trajectoire a lui tout seul).

) est un vecteur propre de A associée a la valeur

* Lanotion de trajectoire s’étend au cas d'une matrice A de taille 3 : dans ce cas, une trajectoire est un ensem-
x(1)
ble de points de I'espace du type I = {(x(t), (1), z(t)), te I} ou t— | y(1) | est une solution du systeme.
z(1t)

10.2.2 Comportement asymptotique

On s’intéresse dans ce paragraphe a I'évolution d'un systeme différentiel a trés long terme, et sa traduction sur les
trajectoires.

[DEFINITION 10.7 (Etat d’équilibre)}

On dit appelle état d’équilibre du systeme différentiel linéaire homogene a coefficients constants
défini par X’ = AX, ot A € .4, (R), toute solution constante du systeme.

Il est alors aisé de voir ot chercher de tels états d’équilibre :

[PROPRIETE 10.8]

Soit X'(t) = AX(f) un systeme différentiel de matrice associée A € .4, (R).

X, estun état d’équilibre si et seulement si X, € Ker(A).

REMARQUE 10.9.

¢ Lorigine O = (0,...,0) € R” considéré comme une solution constante ¢ — (0,...,0) est un état d’équilibre de
tout systeme différentiel linéaire homogene.

* Si A est inversible, c’est-a-dire si 0 n’est pas valeur propre de A, alors O est 'unique état d’équilibre du
systeme. Dans le cas contraire o1 0 € Sp(A), il existe une infinité d’états d’équilibre.

[DEFINITION 10.9 (Trajectoire stable)]

Une trajectoire 9y d'un systeme différentiel sur [#y, +oo[ est dite stable si un « petit » écart sur le point
initial My(x(0), y(0),...) conduit a une trajectoire « assez proche » de la trajectoire Jy.

Mathématiquement, pour un systeme différentiel 2 deux équations, sil'on note g = {M(1), t = o}, la
trajectoire est stable ssi pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que pour toute trajectoire I = {N (D), t= tg}
telle que N(f9) M(ty) <d, on a N(t)M(t) < € pour tout ¢ = fy.

REMARQUE 10.10.

On parle également de solution stable car a toute trajectoire correspond une solution. Par exemple, I'origine O est
toujours une trajectoire particuliere (ne contenant qu'un seul point donc) pour un systeme différentiel homogene,
c’est celle qui correspond a la solution nulle. Cette solution est stable si en partant d’'une condition initiale proche
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de I'origine, la trajectoire ne s’éloignera pas beaucoup de l'origine.

Revenons au cas n = 2 et ala situation ou A est une matrice diagonalisable : on considere une trajectoire différente

.. u 14 2
de l'origine O(0,0). En notant X; = (ul) et Xp = (vl) les vecteurs de la base de vecteurs propres de A, associés
2 2
auleft+ bvyelzt

avec (a, b) €
auyeMt + hyyelte! ’

respectivement aux valeurs propres 1; et 1y, on obtient comme solution X(t) =

R?. On peut alors vérifier que les seuls comportements asymptotiques possibles sont les suivants :

11<0, A,<0 A1>0, A1,>0 A1 <0< Ay
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