FEUILLE D’EXERCICES

APPLICATIONS LINEAIRES

Chapitre5

EXERCICE 5.1. Applications linéaires / endomorphismes

Montrer que les applications suivantes sont des applications linéaires et préciser le cas échéant lorsque ce sont

des endomorphismes :

1 f: R — R?
' (x,y) — (2x-y$3x+y)

@ R3 - R2 s: MR — R
2. ’ 6. a b

x,3,2) — (x+y+z,x-}y) (C d) — a+d-b-c
3 T: Rs[x] — Ralx]
' p = p-p' . Y M ® — AM®)
' M — 3%
4 h: RS[X] - RZ[X]
' — x+D-pkx-1)
g g g p: > (R) — M>(R)

w: R Ro[x] 8. _(a b

i (a,bc) — (x—QRa+c)x*+Ba—-2b+c)x+Db) M-(C d) — M+(b+ol,

EXERCICE 5.2. Noyau et Image
Pour chacune de applications linéaires suivantes déterminer son noyau et son image :

L R — R?
(x,y) = (2x+4y,x-2y,x-2y))

f: R3lx] — Rs[x]

2.
p — (x—=xp'(x)
s: MR — R
3. a b
(c d) — a+d

EXERCICE 5.3. Injectif/ Surjectif
Etudier I'injectivité et la surjectivité des applications linéaires suivantes :

rRP  — R

L f: (x,9,2) — R2x-yy+2)

MrR) — R?

2. f: (a b) — (a+b,c+d)
c d
3. f: R3[x] — Ro[x]

p — p.
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Endomorphisme associé a une matrice

EXERCICE 5.4. Rang matriciel, noyau, image
Détermine en un coup d’oeil, le rang, le noyau et 'image de la matrice dans chacun des cas suivants. Dire égale-
ment si la matrice est inversible.

1 0 -1 0 1 1 21
A=| 0 0 0 |, B= 1 0, C=13 2 5
-1 0 1 1 0 1 21

EXERCICE 5.5. Sur le noyau matriciel
On consideére la matrice suivante de .#4 (R) :

oS o = O
o - O O
—_= o O O
S O O~

1. Justifier sans aucun calcul, que A est inversible.
2. Vérifier que A* = I, et en déduire I'expression de A~! en fonction de A.

3. Déterminer une base et la dimension de E_; = Ker(A+ I) et E; = Ker(A— 1I).

EXERCICE 5.6. Type concours
On considere les matrices suivantes :

1 1 1 2 1 1 0 0 O
A= 0 0 -1|, B=| -3 -2 -1}, D=0 -1 0
-2 -2 -1 1 1 0 0 0 1

1. Déterminer trois vecteurs U, V, W de .43 1 (R) tels que::

* les coefficients de la deuxieme ligne de U, V et W soient respectivement —1,1et1;
* (U) forme une base de Ker(A) ;

e AV=-V;

e Ker(A—I3) =Vect(W)

2. Vérifier (U Vv, W) forme une base .43 1 (R). On note P la matrice dont les colonnes sont formées des vecteurs
U, V,W dans cet ordre.

3. Montrer que P est inversible et calculer P~
4. Vérifier que P"' AP = D.

5. Calculer BU, BV et BW. Que pouvez vous dire de la matrice P~'BP ?



Matrices d’applications linéaires

EXERCICE 5.7. Matrice d’'une application linéaire
Soit f I'application linéaire de R? dans R® définie par f(x, y) = (4x— y, x +2y,3y).
Déterminer la matrice de f dans les bases canoniques.

EXERCICE 5.8. Matrice d’'une application linéaire bis
Soit E un espace vectoriel de dimension 4, de base % = (ey, 2, €3, 4).

f(el) = 2e1—3ey+ez+4dey
= +2e3—-3 -
Soit f 'endomorphisme de E défini par flez) ¢1T2es — e . Ecrire la matrice de f dans la base
f(e3) = —2ey+5e3+2ey
fley) = 6ey—4er+2e3+7ey

%B.

EXERCICE 5.9. Détermination de 'image a ’aide d’'une matrice
Soit f 'endomorphisme de R, [x] dont la matrice dans la base canonique est :

1 -2 4
A=12 0 3
-1 2 0

1. Déterminer Im(f).

2. Déterminer I'imagede p: x — x>+ x— 1.

EXERCICE 5.10. Détermination du noyau a Paide d’'une matrice Soit f I'application linéaire de R* dans R* dont

2 11
. . 0 ’ .
la matrice dans les bases canoniques vaut A = 11 ol Déterminer une base de Ker f.
1 01

EXERCICE 5.11. Extrait de concours Soit 2 = (e}, e», e3, e4) la base canonique de R* et f I'endomorphisme de R4

301 2

. . 3 1

dont la matrice dans la base canonique est A = 300 3
1 0 3 -2

1. Justifier que la famille (f(e3), f(e4)) est libre.

2. Vérifier que f(e1) = f(e3) + f(eq)

3. En déduire une base de Im f puis la dimension de Im f et Ker f.
4. Quevalent f(e;) et f(e; — es —e4) ? En déduire une base de Ker f .

5. Quelle est la matrice de f2 = f o f dans la base % ?

EXERCICE 5.12. Plus difficile
Soit E, un espace vectoriel de dimension 4 et soit (&, &2, €3, é4) une base de E.
Soit f, un endomorphisme de E vérifiant :

e f(é)=-é+é-¢

e f(é)=¢é1-é+é3

e f(é3)=¢é1+¢

o f(é)=ér—eé3+é

1. Montrer que pour tout k € {1,2,3,4}: fo f(&) =0.

2. En déduire que fo f=0gp),cad: VueE, fof(u)=0g.
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Changement de base

EXERCICE 5.13. Matrice de passage
On donne u = (1,0,0) v=(-1,2,-2) w=(3,-1,2)

1. Ecrire la matrice de passage de la base canonique % de R3 A A la famille %8’ = (u, v, w).

2. En déduire que %’ est une base de R®

EXERCICE 5.14. Matrice de passage bis

Soit 2 = (1, x, x?, x°) la base canonique de R3[x]

Soit B’ = (qo, q1, g2, g3) une famille de polyndomes non-nuls de R3[x] de degrés échelonnés, c’est-a -dire telle que
deg(g;) = i pour tout i € {0,1,2,3}.

1. Ecrire la forme de la matrice de passage de la base % a la famille %’

2. En déduire que %’ est une base de R3[x].

EXERCICE 5.15. Changement de coordonnées
On note %8 la base canonique de R*.
On donne e/1 =(1,1,2,1) eé =(1,-1,0,1) eé =(0,0,-1,1) ell =(1,2,2,0)

1. (a) Ecrirela matrice P delabase & a la famille 8’ = (e}, €,,¢e5,e))

(b) En déduire que 28’ est une base de R*.
2. Déterminer les coordonnées de u = (1,1,1,1) dans la base 9 puis dans la base %’.

EXERCICE 5.16. Formule de changement de base
On note 2 = (i, j, k) la base canonique de R3.

-2 -1 2
Soit f I'endomorphisme de R dont la matrice dans labase Best A=|-15 -6 11].
-14 -6 11

Onposeu=i+j+2k v=3j+2k w=k
1. Montrer que f(u) = u.
2. Soit ' = (u, v, w) et P la matrice de passage de la base 98 a la famille %’

(a) Montrer que %’ est une base de R3.
(b) Montrer que P est inversible et déterminer 'inverse de P.
(c) Déterminer la matrice B de f dans la base %4'.

(d) Parlecture de la matrice B, retrouver le résultat de la question 1) puis exprimer f(v), f(w) en fonction
de u, v, w.
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