Chapitre5
FEUILLE D’EXERCICES : APPLICATIONS LINEAIRES

CORRECTION

Exercice 1 :Applications linéaires / endomorphismes

1. Corrigé en cours.

@ R — R? L
2. Montrons que 'application est linéaire.
x,32 — E+y+z,x-Y)

Soient u = (x,y,z) etv=(x',y,z) et (A, u) € R?.

OAu+pv) = Ax+ux'+Ay+uy +Az+upz',Ax+ux'— Ay +uy)
= AMx+y+z,x—y)+ux,y,z,x' -y
= A®(u)+ud(v)
3. Corrigé en cours.
4.
R, [x] — R [x]

5. Montrons que I'application estun endomorphisme

(ax*+Bx+c¢) — ((2a+c)x*>+(Ba-2b+c)x+b)
de R [x].

o Lapplication u va bien de R, [x] dans Rz [x] de maniére évidente.

» Montrons que u est linéaire.

Soient P = ax*+Bx+cetQ=a'x>+b'x+c et (A, u) € R?.

u(AP + Q)

(2a+pa)+ Ac+uc) x* + (3(Aa+pa’) —2(Ab+ ub') + Ac+ uc') x + Ab+ pb'
(AR2a+c) +ud +c))x*+ (3(ABa—-2b+c) + u@Ba’ —2b'+ ")) x+ Ab + ub’
A(@a+0)x*+@Ba-2b+c)x+b)+pu(d +c)x*+3Ba -2b' +c)x+ 1)
Au(P)+ pu(Q)

MR — MR

7. Montrons que I'application M _ 3y

est un endomorphisme de .4, (R).

» Lapplication W va bien de .4, (R) dans .4, (R) par définition de la transposée d’'une matrice.
» Montrons que YV est linéaire.

Soient (M, N) € (4, (R))? et (A, u) € R?.

YAM+uN) = YAM+puN)
= "(M)+"(uN) par linéarité de la transposée
= AMM+u'N par linéarité de la transposée
= AYWM)+pu¥Y(N)
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p: Mo (R) — A ([R)

8. Montrons que I'application est un endomorphisme de .4 (R).

a b
M_(C d) — M+Mb+ol,

e U'application p va bien de .4, (R) dans .4/ (R) de maniere évidente.

» Montrons que p est linéaire.

! !
SoientM:( ‘Cz Z ),N:( Z’, Z, )et(}t,u)erﬂzz.

PAM+uN) = AM+uN+Ab+ub +Ac+ uc)h
= AM+b+0)bL)+p(N+W +c)h)
= ApM)+pp(N)

Exercice 2 :Noyau et Image
1. Assez facile.
2.
Ker(u) = {(‘Z Z) €Mor® | a+d= 0}

{(“ b)eﬂz(uqz) | (a,b,c)eRs}
c -a

1 0)(0 1) (0 0
Ve”((o —1)’(0 0)’(1 0))

Par ailleurs, il est assez facile de montrer que la famille ((1 0 ) , (O 1) , (O O)) est libre (le faire!).

0 -1)'\0 0j°\1 O

Conclusion : ((1 0 ) , (0 1) , (0 0)) est une base de Ker(u) qui est donc de dimension 3.

0 -1)’\0 0J'{1 O
. . 1 0) (0 1) (0 0} (0O O
3. En utlisant la base canonique ((0 0),(0 O)’(l 0),(0 1)) ona

1 0 0 1 00 00
Im(u)—Vect(u(O O),u(o 0),u(1 0),u(0 1))

o of=elo =1 oo o=l o)

Donc,

Im(u) Vect(1,0)

Vect(1l)

Conclusion : (1) est une base de Im(u) qui est donc de dimension 1.

Remarque: Nous aurions pu raisonner de la fagon suivante. Vu que Im(u) estun SEVde Retque dim(R) =1
alors :

-oubiendim(Im(u)) =0
-oubiendim(Im(u)) =1.

Or dim(Im(u)) = 0 entrainerait que u est 'endomorphisme nul (ce qui n’est pas le cas), donc c’est que 'on
adim(Im(u)) =1.



Exercice 3 :Injectif - surjectif

1. e Ker(f)=Vect((1,2,-2)) # {0} donc f n’est pas injective.
o Im(f) = Vect((2,0),(~1,1),(0,1)) = Vect((1,0), (0,1)) = R? donc f est surjective.

0 0 1 -1

o Im(f) = Vect((1,0),(1,0),(0,1),(0,1)) = Vect((1,0),(0,1)) = R?> (pour raisons de dimensions) donc f est
surjective.

2. -Ker(f):Vect(( Ll ),( 0 0 ))7&{6} donc f n’est pas injective.

3. Une fonction dérivable dont la dérivée est nulle sur un intervalle est une fonction constante donc :
e Ker(f)={PeR[x] | P'=0}={PeR[x] | P=cste}="Vect(l)# {6} donc f n’est pas injective.
» Comme f est un endomorphisme f n’est ni injective ni surjective.

On peut le voir autrement car Im(f) = Vect(f(1), f(x), f(x?),.., f(x™)) = Vect(0,1,2x,3x>, ..., nx"""1) = Vect(1, x, 2, ..., x"
R,-1[x]. Donc on voit bien que f n’est pas surjective puisque R,_; [x] # R, [x].

Endomorphisme associé a une matrice

Exercice 4 :Rang matriciel, noyau, image

1 -1 1
a) rg(A)=rg|l 0 0 |=rg| 0 |=1doncAn’estpasinversible.
-1 1 -1
D’apres le théoreme du rang 3 = dim(Ker(A)) + rg(A) donc dim(Ker(A)) = 2.

De plus si on note (E, E», E3) la base canonique de .#3(R) alorson a:
e Cy=0et C, = AE, donc AE, =0donc E; € Ker(A).
¢ C; = C3 donc C; —C3 =0etde plus C; = AE; et C3 = 1E3, donc A(E; — E3) =0etdonc E; — Es € Ker(A).

0 1
Ker(A) est de dimension et contient deux vecteurs E, = ( 1 ) etE;—E3= ( 0 | non colinéaires.

0 -1
0 1
Ccl:| Ker(A) =Vect 11, O
0 -1

Déterminer en un coup d’oeil, le rang, le noyau et I'image de la matrice dans chacun des cas suivants. Dire
également si la matrice est inversible.

b) rg(B) =rg(Es, Es, Ey) = 3 car la famille (E3, E», E1) est une base (donc libre).

Ainsi B est inversible et| Ker(B) = {0}
1 2

1 . . P
3 =2 carin aremarqué que L; = L3 et que L; et L, sont non-colinéaires.
5

Donc C n’est pas inversible.

c rgC)=rg

D’apres le thm du rang on a donc dim(Ker(C)) = 1.

En remarquant que C; = C3 — C; on en déduit que C; + C, — C3 = 0 et donc que A(E; + E> — E3) = 0 puis que
El +E2 —Eg(C)

Ker(C) est de dimension 1 et contient le vecteurnonnul E; + E, —E3=| 1
-1
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Ccl: |Ker(C)=Vect 1

Exercice 5 :Sur le noyau matriciel
On considere la matrice suivante de .4 (R) :

o O = O
S = O O
- o O O
oS O O -

1. Aestinversible car rg(A) = rg(es, es,eq,e1) =4 ou (e, €2, €3, e4) désigne la base canonique de R?,
2. Par calculs matriciels on a bien A* = I;. On en déduit que AA% = I; et donc que A~! = A3,

3. «E =Ker(A+ 1)

Ona
1 0 01
1 1 00
ArL=1 41 1 ¢
0 0 1 1
X
SiX= J alors :
z
t
XeKer(A+1ly) < A+11)X=0
x+t =0
X+ =0
= < Y
y+z =0
z+t =0
X =-t
=—X
— <y
y =-z
z =-t
X =-t
= <y =t
zZ =-t
-t
— X= t
-t
t
Ainsi
-1
1
E_1(A)=Ker(A+1y) =Vect 1
1




e E;=Ker(A—1Iy)

Ona
-1 0 0 1
1 -1 0
A== 5 1 1 ¢
0 1 -1
X
SiX= Y alors :
z
t
XeKer(A-I;)) <= A-IH)X=0
-x+t =0
_ =0
— {x Y
y—z =
z—1t =
x =t
— {y -
y =
z =t
x =t
— 1y =t
z =t
t
— X= t
t
t
Ainsi
1
1
Ei(A)=Ker(A-1) = Vect 1
1

Exercice 6 :Type concours
On considere les matrices suivantes :

1 1 1 2 1 1 0 0 O
A= 0 0 -1}, B=| -3 -2 -1}, D=0 -1 0
-2 -2 -1 1 1 0 0 0 1
1 1
1. « Déterminons Ker(A) : en remarquant que C; = C; on en déduit que rg(A) =rg| 0 -1 |=2carles
-2 -1

deux vecteurs sont non-colinéaires.
D’apres le théoreme du rang matriciel on en déduit donc que dim(Ker(A)) = 1.
Par ailleurs I'égalité C; = C; entraine AE; = AE, ol (E), E», E3) désigne la base canonique que .43 (R).

1
Il s’ensuit donc que A(E; — E2) =0puisque E; —E; =| —1 | € Ker(A).
0



Ccl: Ker(A) est de dimension et si on pose

X

y
z

e Posons V =

AV =-V <«—

Ainsi AV = -V <

Ccl: |V = 1
1
eOna
X
SiX=| y |alors:
z
Ainsi
0
Ccl:|W= 1
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1
UuU=| -1 onaU e Ker(A) donc Ker(A) = Vect(U).
0
2x+y+z =0 2x+y+z =0
(A+LR)V=0 Y-z =0 < ¥ —z {y
X
-2x-2y =0 x+y =0
-z
V estde laforme V = z |aveczeR.
z
convient.
0 1 1
A-I3= 0o -1 -1
-2 =2 =2
XeKer(A-3) < (A-I3)X=0
-x+t =0
_ =0
— <x Y
y—z =0
z—t =0
yv+z =
—> <—y—z =
—2x-2y-2z =0
y+z =0
—
x+y+z =0
— yo =7z
x =0
0
— X=| -z
z
0
Ker(A—-1I3) =Vect -1
1
convient.

CORRECTION



2. Vérifions que (U, V, W) forme une base .45 (R) :

Vect(U,V,W)

Vect(U+V,V,W)

= Vect(E;,V,W) U+V =E;3

= Vect(Es,V,W + Ej3)

= Vect(E3,V,E;) W+ E3=E,

= Vect(Es3,Eo+ E3—V,E))

= Vect(Es,E1,Ey) Ey+E3—V=E
= 3,1(R)

Ceci montre que la famille (U, V, W) génératrice de .#3,1 (R).
De plus nous sommes en présence d'une famille de 3 vecteurs en dimension 3.

Ccl: (U,V,W) estune base de .43, (R).

1 -1 0
3. Montronsque P=| -1 1 1 |estinversibleetcalculons P!:
0 1 -1
X a
On cherche arésoudre 'équation PX =Y avec X=| y |etY=| b
z c
xX—y =a -x+y+z =b -x+y+z =b
PX=Y < -X+y+z =b <= xX—y =a << z =a+b
y—-z =c Y-z =c y =a+b+c

= y =a+b+c < = Xx=pPly

z =a+b
avec
2 1
Pl=[11
1 1
0O 0 O
4. Par calculs matriciel on trouve P"1AP=DavecD=| 0 -1
0 0 1
5. Par calculs matriciels BU =U,BV =0et BW = -W.
1 0 O
Logiquement on devrait avoir P"!BP| 0 0 0 [ce quel’on peut vérifier par calculs matriciels.
0 0 -1

Matrices d’applications linéaires

Exercice 7 :Matrice d’'une application linéaire
Soit f I'application linéaire de R? dans R3 définie par f(x,y) =4x—y,x+2y,3y).

4 -1
Matg,, ()= 1 2
0 3
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Exercice 8 :Matrice d’'une application linéaire bis
Soit E un espace vectoriel de dimension 4, de base % = (ey, e2, €3, 4).

f(el) = 2e1—3ex+ez+iey
= +2e3—3
Soit f I'endomorphisme de E défini par ;EZ; _ ilZez 46-3563 i4264
fley) = 6ey—4ex+2e3+7ey
4 --3 1 4
1 0 2 -3
Mats()=1 o 5 5
6 -4 2 7

Exercice 9 :Détermination de 'image a ’aide d’'une matrice
Soit f 'endomorphisme de R, [x] dont la matrice dans la base canonique est :

1 -2 4
A=12 0 3
-1 2 0
fa) =1+2x-x?
1. Parlecture matricielle: { f(x) =-2+ 2x% et par propriété Imf(f) = Vect(f(l),f(x),f(xz)).

f(x?) =4+3x

Ainsi :

Imf(f) = Vect(f(D),f(x), f(xz))
= Vect(1+2x—x%-2+2x%4+3x)
= Vect(1+2x—x%1+x%4+3x)
= Vect(2+2x,1+x ,4+3x)
= Vect(l1+x,1+x%4+3x)
= Vect(l1+x,1+x%1)
= Vect(l,x,xz)

Im(f) Rz[x

-1
2. Pour déterminer I'image de p: x — x>+ x—1 on considére U= | 1 | son vecteur coordonnées dans la
base (1, x, x2).
On effectue le produit matriciel AU =| 1 |[. D’apres le cours ce vecteur est le vecteur coordonnées de f(p)

dans la base (1, x, x2).

Ccl:|f(p):x— 1+ x+3x2

Exercice 10 :Détermination du noyau a 'aide d’une matrice Soit f I'application linéaire de R® dans R* dont la

2 11

. . 1 01
matrice dans les bases canoniques vaut A = 11 ol

1 01

Pour déterminer une base de Ker f déterminons dans un premier temps une base de Ker(A) :



Ker(A)

{Xedtz R | AX=0}
2x+y+z =0

_ y | X+z =0
~ x+y =0
X+z =

) s =
() e
(1)

Remarquons que f € Z(R3,R*) donc Ker(f) est un SEV de R® donc ce résultat ne peut pas étre une réponse au
noyau de f.

Ccl:

Ker(f) = Vect((-1,1,1)) |

Exercice 11 :Extrait de concours Soit % = (e}, e», €3, e4) la base canonique de R* et f I'endomorphisme de R* dont

301 2
| e dans la b : |4 03 1
a matrice dans la base canonique est A= 30 0 3
103 -2

1. Lafamille (f(es), f(eq4)) estlibre car les leurs coordonnées dans la base canonique sont les colonnes Cs et Cy

de A qui sont clairement non colinéaires.

On vérifie aisément au niveau des colonnes de A que C; = C3 + Cy4 ce qui se traduit par le fait que f(e;) =

f(e3) + f(es).

On saitqueIm f = Vect( fle), fex), fles), f (e4)) donc d’apres la quesion précédente et nen utilisant le fait
que f(e2) =0 (lecture matricielle) :

Im(f)

Vect(f(es3) + f(es),0, f(e3), f(es))
Vect(f(e3), f(es))

Or (f(e3), f(eq)) estlibre d’apres la question 1. Donc (f(e3), f(e4)) est une base de Im(f).

On en déduit que ’ rg(f) =dim(Im(f)) =2 ‘ puis par le théoreme du rang que dim®R*) = dim(Ker(f)) +
rg(f) etdonc que’ dim(Ker(f)) =2 ‘

Par lecture matricielle on a f(e2) =0 donc e; € Ker (f).

De méme e; —e3 —eq € Ker(f) car f(e; —es—eq) = f(e1) — f(es) — f(eq) = 0 par linéarité de f et d’apres la
relation f(e1) = f’e3) + f(ey) établie a la question 2.

Par conséquent, la famille (ey, e; — e3 — e4) est une famille libre (car les vecteurs sont non colinéaires) de
Ker(f) qui est un espace de dimension 2 d’apres la question 3.

Il s’ensuit que (e2, e; — e3 — e4) forme une base de Ker (f).

5. Lamatrice de f2 = fo f dans la base 98 est la matrice A°.

Exercice 12 :Plus difficile
Soit E, un espace vectoriel de dimension 4 et soit (&1, &, €3, &4) une base de E.
Soit f, un endomorphisme de E vérifiant :
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s f(é)=—-é+é3—é4
s f(éx)=¢é1—-é+é&;
* f(é3)=¢é1 +¢é4

* f(é)=é-é3+é

1. On peut effectuer les calculs par linéarité de f ou bien utiliser la matrice A de f dans la base donnée.

D’apres les hypotheses faites sur f on obtient :

0 -1 1 -1
1 -1 1 0
A= 1 0 0 1
01 -1 0

La matrice représentant 'endomorphisme f? = f o f dans la base donnée est la matrice A?.
Par calculs matriciels on trouve : A% = 0,.

Il s’ensuit que f f est '’endomorphisme nul et donc que I'on a bien que pour tout k € {1,2,3,4}: fo f(&;) = 0.

2. Celarépond également a la question 2.
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