Chapitrell
FEUILLE D’EXERCICES

CONVERGENCE ET APPROXIMATION

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

EXERCICE 11.1. Application directe
Soit X, une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre A = 1.

1
1. Montrer que pourtoute>0: P(|X-1|>¢) < -
€

2. En déduire que P(X = 3) <

Ny

3. Confirmer I'inégalité précédente en utilisant la fonction de répartition de X (on donne e~ = 0,05).

EXERCICE 11.2. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev et intervalle de confiance
Soit 6 € ([0;1].
On suppose que les variables (Y},),, sont i.i.d d’espérance 6 et de variance 6°.

1 n
Onpose Ty =—)_ Y.
=1

1. Montrer que I'on peut appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a T},.
2

0
2. Endéduire que: Ve>0, P(0e([T,—¢ Tp+el)=1- 3

3. Déterminer un intervalle de confiance pour 6 au niveau de confiance 90% lorsqu’on choisit 7 = 100.

EXERCICE 11.3. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev et intervalle de confiance

Soit une variable aléatoire X qui suit la loi de Bernoulli de parametre p. On consideére un échantillon de rn variables
aléatoires suivant la loi de X.

Déterminer une taille n de I'’échantillon telle que I'intervalle [X,,—0,1, X, +0,1] soit un intervalle de confiance de
p au niveau de confiance 0, 95.

EXERCICE 11.4. Loi faible des grands nombres
Soit (X;) nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi de Bernoulli de parametre p.

1 n
Onpose YV, =X, + Xy et Z, = — Z Y;.
niz1
1. Déterminer laloi de Y;,.
2. En déduire 'espérance et la variance de Z;,.

3. Démontrer que :
Ve>0, lim P(Z,-2p|>¢€)=0.
n—+oo



FEUILLE D’EXERCICES CONVERGENCE ET APPROXIMATION

Convergence en loi

EXERCICE 11.5. Convergence en loi de lois de Bernoulli .
On considere une suite (X,);>1 de variables aléatoires telles que pour tout n = 1, X, — % ((1 - %) )
Montrer que la suite (X,),>1 converge en loi vers une variable X suivant une loi Be D).

EXERCICE 11.6. Convergence en loi de lois uniformes
On considere une suite (X,),>1 de variables aléatoires telles que pour tout n>1, X,, — % ([0;1 - %])
Montrer que la suite (X,;),>1 converge en loi vers une variable X suivant une loi % ([0; 1]).

EXERCICE 11.7. Convergence en loi de tirages avec un grand nombre de boules
On considere une urne constituée de 2n boules (n = 2) dont la moitié sont noires et I’autre moitié sont blanches.
On pioche dans cette urne deux boules successivement et sans remise, et on note X, le nombre de boules blanches

obtenues.
1. Quelle estlaloide X, ?

2. Montrer que la suite (X,) ,eny converge en loi vers une variable Z suivant la loi 28 (2, 5)

3. Interpréter le résultat.

EXERCICE 11.8. Convergence en loi vers une loi exponentielle
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0;1] et (X3,..., X;;) un n-échantillon de X.

On consideére les variables aléatoires
M, =max(Xy,..., X)) et Y, =n(1—-M,).

On admet que M, et Y, sont des variables a densité.

1. Déterminer la fonction de répartition de M,, puis celle de Y.

2. Montrer que la suite (Y},) converge en loi vers une variable aléatoire usuelle.

EXERCICE 11.9. Convergence en loi de lois normales

1
Soit (X;,) nen+ Une suite de variables telles que pour tout n € N*, X, — A (0, —).
n

1. Exprimer, pour tout ¢ € R, Fx, () en fonction de ®.

2. Montrer que la suite (X,) zen+ converge en loi vers une variable Z dont on donnera la loi.

3. Interpréter le résultat.

EXERCICE 11.10. Convergence de lois binomiales vers une loi de Poisson
On suppose A > 0. Soit (X;),en+ une suite de variables telles que pour tout n € N*, X, — % (n, —).
n

On se propose de montrer que la suite (X},) converge en loi vers Z avec Z — 22 (A).

nk

. . n
On admettra le résultat suivant: Vk e N, ~ .
k| n—+oo k!

LAY
1. Montrerque VneN, VYke[[0,n]], P(Xn:k)n ~ (1——) .

—+oo k! n

/"/ n
2. Déterminer lim (1 — —) (ultra-classique !).
n—+oo n

3. Conclure.



EXERCICE 11.11. Extrait de concours : convergence vers la loi de Grumbel
On considére une suite de variables aléatoires (X;;) ,en+, mutuellement indépendantes, de méme densité f, ou f
est définie , pour tout ¢ de R, par:

On pose, pour tout nde N* : T, = max(Xy,...,X,) et U,=T,—In(n).

1. (a) Déterminer, pour tout n de N*, la fonction de répartition de T},.

-x\—n
(b) Endéduire: VrneN*, VxeR, P(Unsx)=(1+—) .
n

2. En déduire que la suite de variables aléatoires (U,),en+ converge en loi vers une variable aléatoire réelle
a densité dont on précisera la fonction de répartition et une densité.
Application du théoreme limite central
EXERCICE 11.12. Soit (X},), une suite variables indépendantes suivant toutes la méme loi de Bernoulli de paramétre

p€l0; 1[.

1. ATlaide del'inégalité de B-T (re-)démontrer que [X_n - \/% , Xy + \/g ] est un intervalle de confiance de p au
niveau de confiance 0,95.

— 1,96 — 1,96 )
2. Al'aide du théoréme limite central montrer que | X, - ——, X, + ——| est un intervalle de confiance de p
van van

au niveau de confiance 0,95.
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