Chapitrell
FEUILLE D’EXERCICES

CONVERGENCE ET APPROXIMATION
CORRECTION

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Exercice 1 :Application directe
Soit X, une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A = 1.

1. Lavariable X admet une espérance E(X) =1 et une variance V(X) = 1 donc no peut appliquer I'inégalité de

B-T:

1
Ve>0, P(X-1l>8<—.
&

2. Remarquons que (|X—-1|>2)=(X-1>2)u(X—-1<-2)donne (| X—-1|>2)=(X>3)uU(X < -1). Etdonc
par incompatibilité :

P(X-1>2)=P(X>3)+P(X<-1).

Or X — E(1) donc X(Q) =R, etdonc P(X < —1) =0 et de plus, X étant a densité, ona P(X >3) = P(X = 3).
On a donc montré que P(|X —1|>2) = P(X = 3).
Il s’ensuit, d’apres la question précédente en prenant e =2 :
P(IX—1|>2)Si — P(X>3)Sl.
22 4
3. Ondonne e3 ~0,05.

Ona:

P(X=3) = 1-Fx(3)
= 1-(1-¢73)
= 6_3
=~ 0,05<0,25.
. . 1
Ccl: ce qui confirme bien que P(X = 3) < T

Exercice 2 :Inégalité de Bienaymé-Tchebychev et intervalle de confiance

1. Les variables Y,, admettent toutes une espérance donc par linéarité T,, = — ) Y} admet une espérance.
n
k=1

De plus les variables Y, admettant toutes une variance, T, admet elle aussi une variance.
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De plus:
1 n
E(T,) = E|=) Y
=1
1 n
= — ) E(Y)  parlinéarité de I'espérance
n iz
) k=1
= — Z 0 car les Y ont toutes la méme espérance 6
=
1
= —xnb
n
= 0
1 n
V(T = V=) Y%
ni=1
1 n
= 3 Z E(Yy) par prop de la variance puisque les variables (Y1, ..., Y;;) sont indép.
k;l
1
= = Z 62 car les Y;. ont toutes la méme variance 02
==
1
= —x n6?
nz
T on

On peut donc appliquer 'inégalité de Bienaymé-Tchebycheva T, :

2. On en déduit que :

6* 2
w0
V£>Or P(lTn_6|>8)S€—2=E
Puis, en remarquant que P(|T, — 6| <¢)=1-P(|T, - 0| > ¢), que:
92
Ve>0, P(IT,-0l<e)=1-—;
ne

Remarquons ensuite que :

(IT,-01<e)=(-e<Tp—-0<e)=(Tph—e<O0<Ty+¢e)=(0€[Tp—¢ Ty+el).

On en déduit donc ,
0
Ve>0, P(O€(Th—¢eTy+el)21-—.
ne

. On dit que I, est un intervalle de confiance pour 6 au niveau de confiance 90% lorsqu’'on a :

POel,)=1-0,1.

On choisit n = 100. Avec la condition 6 € [0,1/2], on a alors

2 1
0 __a
ne2  100&2

Ainsi, I'intervalle I,, = [T}, — €, T, + €] est un intervalle de confiance de 8 au seuil de confiance 90% si

1

i 1 O ) 1 1 1
——<0,1] & ——=<« — fEf=— - = g=1/—
100¢2 4.10%2¢2 4.102.10°1 40 40

1 1
Ccl: Autrement dite =1/ m = 3 x 0,32, soit € = 0,16 convient.



Exercice 3 :Inégalité de Bienaymé-Tchebychev et intervalle de confiance
Soit une variable aléatoire X qui suit la loi de Bernoulli de parameétre p, d’espérance p et de variance p(1 — p).
Soit (Xj,..., X;;) un échantillon de taille n de la variable X.
— 12
On a déja vu que I'on pouvait appliquer I'I-B-T a la variable X,, = — Z Xk, qui donne :
n =1
pd-p

Ve>0, P(X,-pl>e)<—74
&

Avece=0,1onadonc:

R 1- _
P(X-pl>01< PP piX—pl<0,1)>1

no,12

_prd-p
n10-2

_rd-p

— P{pe[X,-0,1;X,+0,1]) =1 )
(P Xy n ) n10-2

Ainsi I'intervalle I, = [X,, — 0,1, X,, + 0,1] est un intervalle de confiance de p au seuil 95% dés que

p(l-p)

=7 <0,05.
n

Or, onavuen cours que Yp € [0,1], p(1-p) < ; (étude de fonction), donc l'intervalle I,, = [X,, — 0,1, X, +0,1]
est un intervalle de confiance de p au seuil 90% deés que :

1 1
———<510?% = n= =
4.1072n 4.1072x5.1072  20.107*

1
— nzﬁ.104=0,05x10000 < n=500.

Ccl :l'intervalle I,, = [X_n— 0, 1,X_n+ 0,1] est un intervalle de confiance de p au seuil 95% deés que n = 500.

Exercice 4 :Loi faible des grands nombres
Soit (X,) nen une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi de Bernoulli de parametre p.

1 n
Onpose Y, =X, + Xyt et 2, = — Z Y;.
nis
1. Déterminer laloi de Y;,.
2. En déduire I'espérance et la variance de Z,,.

3. Démontrer que :
Ve>0, lim P(Z,-2p|>¢)=0.
n—+oo
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Convergence en loi

Exercice 5 :Convergence en loi de lois de Bernoulli
Cours : On rappelle que si X, et X sont a support contenus dans Z (entiers relatifs) alors X n GS,PJF X — Vke
—>+00

X(Q), ninlooP(Xn =k =PX=k).

n
On considere une suite (X)) de variables aléatoires telles que pour tout n =1, X,, — % ((1 - —) ) et X suivant
n

une loi Z(e™Y).
Les variables X, et X sont de support {0, 1} donc le cours s’applique et nous devons étudier les limites des suites
P(X, = k) pour k €1{0,1}.
1\" 1
P Xy=1= (1 - —) = exp(nln(l - —))
n n
1

P 1 1 1 S
Or par équivalent usuel In|1— P ot car P 0 etdonc nln (1 - ﬁ) ol —1 ce qui implique que

1
lim nln(l——)=—1.
n—+o0o n

Par continuité de la fonction exp en -1 on obtient donc la limite (ultra classique) suivante :

1 n
lim (1——) :e_I:P(X:I) carX‘—>%(e_1).

n—-+oo n

Ceci démontre donc que :

lim P(X,=1)=P(X=1).
n—-+oo

e Comme P(X, =0) =1- P(X, =1) on déduit du résultat précédent que . lin+1 PX,=0)=1-e'=1-P(X=1)
oo
et donc que ) lin+1 P(X,=0)=P(X=0).
e
D’ou la convergence en loi.

Exercice 6 :Convergence en loi de lois uniformes

Cours : On rappelle que si X,, et X alors X”n Z; X <= en tout point de continuité de Fyx : ; lin} Fx, (x) =
—s 400 — 100

Fx(X).

On considére une suite (X,),>1 de variables aléatoires telles que pour tout n > 1, X, — % ([0;1 - 1]).

Les variables X;, et X sont a densité donc on applique la définition du cours :

0 six<0
X . 1
FX,,(X)= 1__1 SI.XZE[O,I—E] .
n
1 six?l—%

1
En passant a la limite et en remarquant 1 — — — 1, on trouve la fonction
n

0 six<O
X—<{4x sixe]0,1]
1 six=1

qui n’est d’autre que la fonction de répartition Fx de la loi %[0, 1].
D’ou la convergence en loi.

Exercice 7 :Convergence en loi de tirages avec un grand nombre de boules

On considere une urne constituée de 2n boules (n = 2) dont la moitié sont noires et I’autre moitié sont blanches.
On pioche dans cette urne deux boules successivement et sans remise, et on note X, le nombre de boules blanches
obtenues.



1. L'urne contant au moins 2 boules blanches et 2 boules noires, a I'issue des deux tirage on aura tiré ou bien
0,1 ou 2 boules blanches = X;,(Q) ={0,1,2}.

* (X, =0) estréalisé si on tire successivement deux boules noires. Les tirages étant fait sans remise on a :

P(X, =0) = n y n—1 ~ P(X,=0)= nn-1)
" o T 2n-1 T T onen-1)°

* (X =1) est réalisé si on tire une boule blanche et une boule noire. La boule blanche pouvant étre tirée au
ler ou au 2nd tirageon a :

n n n n 2n n n
PX,=1)= — x —— + —x =—x > PXp=1)=——101
2n 2n-1 2n 2n-1 2n 2n-1 2n—1

(X, =2) est réalisé si on tire successivement deux boules blanches. Les tirages étant fait sans remise on a:

P, ==L x L L pix, == D
= = — X = =
" 2n " 2n-1 " 2n@2n-1)

1
2. Les variables X, et Z — % (2, 5) étant a support contenus dans N on peut appliquer la propriété du cours

et étudier les 3 limites lim P(X;, =0), lim PX,=1et lim P(X,=2)
n—+oo n—+oo n—-+oo

2n(2n—1) +0 42 n—+oo’ " 4
n n . 1
e P(Xp,=1)= P +Zo§”:’n£n+loop(X”:U:§'

1
e P(X,=2)=P(X,=0)= lim P(X,=2)=-.
n—-+oo 4

Or laloi de Z est donnée par

2)(1\° 1\270 1 1
e P(Z=0)= —| [1==] =1x1x==>PZ=0)=-
o]l2 2 4 4

2 1 1\%71 1 1 1
eP(Z=1)= 1I--| =2x=x=-=PZ=1)==
1 2 272 2

N =

2

2\ (1)? 1\%72 1
1-— =>P(Z=2)=-.
2 4

«P(Z=2)= >

On retrouve bien les limites trouvées plus haut, d’ot1 la convergence en loi.

3. Interprétation du résultat : deux tirages successifs sans remise dans une urne contenant un grand nombre
de boules avec parité de blanches et de noires peut étre approché par le tirage successif de 2 boules avec
remise dans une urne contenant un nombre de boules avec parité de blanches et de noires.

En bref les tirages sans remise reviennent a des tirages avec remise plus on augmente le nombre de boules
dans I'urne.

Exercice 8 :Convergence en loi vers une loi exponentielle
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0;1] et (X3,..., X;;) un n-échantillon de X.
On considere les variables aléatoires
M, =max(Xy,..., X,) etY,=n(1-M,).
On admet que M, et Y;, sont des variables a densité.

1. De manieére trés classique en utilisant le fait que (X, ..., X;;) un n-échantillon de X, on trouve :

VxeR, Fy,(x)=(Fxx)"
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et donc
0 x<0
Fy,(x) =4 x" x€l0,1].
1 x>1
Ensuite :
Fy,(x) = P({Y,<x)

= P(n(l-M,)<x)
= P(M,>1-%)
= 1-Fy,(1-3)

Remarquons que
X X
I—EG[O,I] — ;E[O,l] — x€][0,n].

Ainsi on obtient :

0 x<0
X n
Fy, (x) = 1—(1——) x€[0,n]
n

1 xX>n

. Etudionslalimite lim Fy, (x) pour x €R.
n—+oo
Soit x € R.
lercas: x<0: Fy,(x)=0donc lim Fy, (x)=0.
- n—+oo
2émecas: x=0:
Soit n € N suffisamment grand de sorte que x € [0, n] (il suffit de prendre n = | x| + 1 par exemple).
Alors Fy, (x)=1-(1- %)” =1-exp(nln(1- %))

Orln(l1-u) ~ -udoncenposantu =2 avecn — +ooilvientln(1-2)
u

—0 n—- +oo

—Zetdoncnin(1-%) ~

n—-+oo
—X.

Par continuité de la fonction exp sur R (et donc en x) on obtient donc exp (nln (1 - Z)) ey EXP(= ).
—+00
Ainsi lim Fy, (x) =1-e ",
n—+oo

Conclusion : En notant Y une variable suivant la loi exponentielle de parameétre on vient de montrer que
; lin} Fy,(x) = Fy(x) et donc que la suite (Y}), converge en loi vers la variable Y.
—>+00

Exercice 9 :Convergence en loi de lois normales Corrigé en cours.

Exercice 10 :Convergence de lois binomiales vers une loi de Poisson Corrigé en cours.

Exercice 11 :Extrait de concours : convergence vers la loi de Grumbel
On considere une suite de variables aléatoires (X},) ,en+, mutuellement indépendantes, de méme densité f, ou f
est définie , pour tout ¢ de R, par:

e—t

f(t):m

On pose, pour tout nde N*: T, = max(Xy,...,X,) et U,=T,—In(n).



1. (a) De maniere ultra classique on a: Fr, (x) = (Fx(x))" oll X est une variable aléatoire admettant f pour
d.d.p.

X
Or Fx(x) = f f(t)dt et on vérifie que la fonction ¢ — 1
—00

e est une primitive de f.
o

D’ol, pour xeRetB<xona:

X
ff(r) = (g0
B _ |
- 1+le*" 1+e 8 . 1
B Tre= pulsquemB:mO.
n
Ccl:|F = .
Ccl: | Fr, (x) (1+e—x)
(b)
PU,<x) = P(T,-In(n)<x)

P(T, < x+In(n))
Fr,(x+In(n))

1 n
( 1+ e—(x+ln(n)) )
1 n
( 1+ e—x—ln(n) )
1

n

1 n
o l1+erx L )

eln(n)

_ 1 )
- — 1
1+ex><ﬁ

1 n

= e*X
1+_T)_n

— e

- ()

On a donc trouvé ici la fonction de répartition de Uj,.

2. En utilisant a nouveau '’équivalent usuel In(1 + ) ~ L uon trouve (et c’est classique) :

u—

e~ X\~ " e B
Fy,(x) = (1+—) =exp(—nln(1+—)) — e ¢
n n

n—+oo

Ceci démontre que la suite (Uy,);, converge en loi cers une variable aléatoire U admettant pour fonction de
répartition F: x— e~ ¢

La fonction F étant de classe €' sur R elle y est en particulier continue et la variable U est donc a densité.
Une densité de U est donnée par g = F' soit g: te ‘e ¢ .

On retrouve la d.d.p. de la loi de Grumbel.

Application du théoréme limite central

Exercice 12 : Corrigé en cours.
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