Chapitre2
FEUILLE D’EXERCICES : ESPACES VECTORIELS

CORRECTION

EXERCICE 2.1 (Combinaisons linéaires).

4 0 2 2 22+ 2A3 =4 AM=Ar—A3 =1
(—1)=A1(1)+/12(0)+/13(1) — A1+ 23 =-1 <= —Ao—213 =

1.

1 1 -1 -1 AM=A—-A3 =1 Ao+ A3 =
AM—=Ar—A3 =1 A =3
— A2 —213 = — Ay =6
—-A3 =4 A3 =—-4

A

B+ -2x=1122x-D+bxx-1? = P+x2-2x=A;+12)x3+ (=11 =212) x> + Ao x

/11+/12 =1
A =3
— -1 -2 =1 —
Ay =-2
A =-2

Ccl: ’x3+x2—2x=3x2(x—1)—2x(x—1)2‘

3.
3 0 _ 2 1 1 -1 3 0 _ 2+ A=A
(6 4)‘/11(3 0)”2(0 2 ) = (6 4)‘( 34 21,
21+, =3 21+, =3
/’ll—/lz =0 Al—ﬂz =0
— —
3/11 :6 A’l =
21 =4 A E

Orsi Ay = A, =2 alors 2A; + A, # 3. Le systeme comporte une incompatibilité, il n’a donc pas de solution.

. 3 0), . o . 2 1 1 -1
Ccl :| La matrice 6 4 n’est pas combinaison linéaire des matrices 3 0 et o 2 |

EXERCICE 2.2 (Sous-espaces vectoriels par argument de stabilité).

1. Corrigé en classe.
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2. Montrons que F = ((x, V,2,t) € R*/ x+ y+z+t=0etx—y+z—t= O) est un sous-espace vectoriel de R4,
o F c R* par définition.
« O € F (évident)
» Montrons que F est stable par combinaisons linéaires.
Soient (u, v) € F? et (A, ) € R? et montrons que Au+ v € F.

Onpose u=(x,y,z,t)etv=(x',y,z,t).

Au+pv=Ax+ux', Ay +py',Az+uz', At + ut).
=X =Y =7 =T

Vérifions que les coordonnées (X, Y, Z, T) du vecteur Au + pv satisfont les équations de F :

X+Y+Z+T

Ax+ux'+Ay+uy + Az+uz + At + ut’
= AMx+y+z+t)+ux+y +2+1t) car (u, v) € F?

=0 =0
= 040
=0

De méme:

X-Y+Z-T = Ax+ux'—Ay+uy)+Az+uz' —At+ put')

= AMx—-y+z-D+ux' -y +2Z -1t car (u, v) € F?
-0 -0

= 040

=0

Par conséquent on a bien montré que Au+ uv € F et donc que F est stable par combinaisons linéaires.

Ccl: | F est un sev de R* ‘

3. Montrons que F = {M € #3(R) | M est symétrique} est un sous-espace vectoriel de .#3(R).
Rappel : M est symétrique <= 'M = M
o F c /3(R) par définition.
e 03 € F (évident)
» Montrons que F est stable par combinaisons linéaires.

Soient (M, N) € F? et A, e R? et montrons que AM+uN€eF < t(/lM+uN) =AM+ uN.

t 2 t _ T —
(AM + uN) )Lz\j/\14+u ]:[v car (M,N)e F*donc'M=Met'N=N

AM + uN

Donc F est stable par combinaisons linéaires.

Ccl: ‘ F est un sev de .Z3(R) ‘

4. F={PeRs[x], P(1) =0}
o F c /3(R) par définition.
¢ O, [y € F (évident)
* Montrons que F est stable par combinaisons linéaires.
Soient (P,Q) € F? et (A, ) € R? et montrons que AP + uQ € F <> (AP +uQ)(1) = 0.

Or par définition des opérations d’addition interne et de multiplication externe dans Rs[x] :



(AP +pQ)(D)

AP(1) +uQ) car (BQ) € F?> donc P(1) =Q(1) =0
=0 =0
=0

Donc F est stable par combinaisons linéaires.

Ccl:| F est un sevde R3[x] |.

5. Corrigé en cours.

EXERCICE 2.3 (Sous-espaces vectoriels engendrés et famille génératrice).

1. F={(x-y,x+y2x-3y) eR3/ (x,y) e R3} =Vect((1,1,2),(-1,1-3))

Ccl: F est un sev de R3 et ((1, 1,2),(-1,1- 3)) est une famille génératrice de F.

2. F={(x,y,2,) eR* /| x+y+z+ =0} =Vect((-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(-1,0,0, 1)).
Ccl: Festunsevde R* et ((-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(~1,0,0,1)) est une famille génératrice de F.

_f{a=-b+2c a+c 3| 1 1) (-1 0) (2 1
o= {2 0o e} v (2 L2 )

1 1\ (-1 0) (2 1
Ccl: F estun sevde .Z3(R) et ((1 0),(_1 1),(0 3)) est une famille génératrice de F.

—

4. F={PeRs(x], P(0)=P(1) =0}

On pose P(x) = ax> + bx? + cx+d avec (a, b, c,d) e R*.

P(0)=0 d=0 d=0 d=0
— — —
P1)=0 a+b+c+d=0 a+b+c=0 a=-b-c
Par conséquent P est de la forme :

P(x)=(b-0c)x> + bx* + cx.

P étant arbitraire, on a montré que

F={x— (b-c)x>+bx?+cx/ (b,c)ERZ} — F:Vect(x3+x2,—x3+x) i

Ccl: F est un sev de Rs[x] et (x® + x*,— x> + x) est une famille génératrice de F.

5. F={PeRy[x], P(x+1)—P(x—1) =0}

En posant P(x) = ax® + bx + c avec (a, b, c) € R3, il vient :

Px+1)—-P(x-1)

ax+1)?+b(x+1)+c—(alx-1)*+b(x-1)+c)

= 4ax+b
Ainsi nous avons :
4a=0 a=0
PeF < —
b=0 b=0

Par conséquent P est de la forme P(x) = c avec c € R et donc on a montré que

F={x—ccx/ceR < |F=Vect(x—1)|

Ccl: F estun sevde Ry [x] et (x — 1) est une famille génératrice de F.
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/a+d:0}

< a)
= {M:(_d Z)/(b,c,d)eR3}
= {d(_ol (1))+b(8 (1))+c
o o5 o)

-1 0 01 00
Ccl.FestunsevdeJlg(R)et(( 0 1),(0 0),(1 0

7.
F = {Me #;[R)/ M est triangulaire supérieure}
a b c
= {M:(O d e)/(a,b,c,d,e,f)el]%{ﬁ}
0
1 0 0 01 0 0 0 O 0
= {a(o 0 0)+b(0 0 0)+C(0 0 1)+d(0
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0
1 00 01 0 0 0 O 0 0 O
= Vect((O 0 0)(0 0 0),(0 0 1),(0 1 0
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
1 0 0 010 0 0
Ccl: Festunsevdeﬂg([}%)et(( 00 0) (0 00 ),( 00
0 0 O 0 0 O 0 0

est une famille génératrice de F

EXERCICE 2.4 (Sous-espace vectoriel engendré).

1.

2. Supposons que K soit combinaison linéaire de (I, J). On a alors des réels (A, u) € R? tels que

On obtient donc K =

Xy z
{(z x y)/(x,y,z)eW}
y z x
0
1
0

= Vect(l,],K)

0 0 1
K=AI+u] < 1 0 0 |=
010

03 ce qui est absurde !

Ccl: K n’est pas combinaison linéaire de (I, ).

A u 0
0 A u
v 0 A

[V o)}

0 0 0 0
10)+e(00
0 0 0 0

0 0 O 0
),(001),(0

0 0 O 0
0 0 0 0
)33
0 0 0 O

1 00 01 0 0 1
x| 0 1 0 |+y[l0 0 +z[ 1 0 0 |/ (x,p2€eR®
0 0 1 10 010

CORRECTION

)) est une famille génératrice de F.

3. Supposons que la famille (I, J) est génératrice de F, c’est a dire que F = Vect(l,]). On a K € Vect(I,]) = F
donc K est combinaison linéaire de (I, J) ce qui est impossible d’apres la question précédente.

Ccl: (I,]) n’est pas

génératrice de F.



EXERCICE 2.5 (Familles libres - familles liées).

1. Les deux vecteurs ((4, -16,10); (4, -5, 3)) sont non-colinéaires, donc la famille est libre.

2. Montrons que ((—1,0, 1);(1,-1,1);(0,1,2)) est une famille libre :
—— ——

=Uy =Uy =UuUs
Soit (11,12, 13) € R3 tel que
/11141 +/12Ll2 +/13L£3 ZORs.

On obtient alors le systéme linéaire homogene :

A1+ =0 29+ 213 =0 Ly—L +Ls Ao+ A3 =0 L1 —3L
A2+ A3 =0 << A2+ A3 =0 — 423 =0 Ly—Li+2L,
AM+A2+213 =0 AM+A2+2A3 =0 AM+A+213 =0
Ay =
— A3 =
A =

Ccl : La famille ((—1,0,1); (1,-1,1); (0,1,2)) est libre.
e N N —
=Uux =Up =Us
3. Méme rédaction.

Le systeme que I'on obtient est :

/11+/12 =0 /11+/12 =0 }Ll+/12 =0
11+2/12+2/13 =0 Al+2/12+2/13 =0 ﬂ,l+2/12+2/13 =0
— —

A1 +32,+813 =0 A2 +6A3 =0 Lz3—Ls—Ly A2+ 613 =0
Al+4/’lg+16/13 =0 A2+8/’lg =0 Ly—Ls—1Lj 2&3 =0 Lyg—Ls—1Lsg
A=
Moo=

—
Ay =
A3 =

Ccl: La famille ((1,1,1,1));(1,2,3,4); (0,2,8,16)) est libre.
4. Corrigé en classe.
5. Corrigé en classe.
6. Corrigé en classe.

7. Montrons que (x3, x2 — x, x*> + x) est libre dans R3[x].

Soit (11,12, 13) € R3 tel que
VxeR, MxP+A?—x)+A3(x%°+x)=0

= VxeR MLx3+Na+A3)x%+(=A2+A3)x=0.

Par identification avec la fonction polynomiale nulle on obtient le systéme suivant :
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/11 =0 A’l =0 /11 =
A2+ A3 =0 <= Ao+A3 =0 — Ay =
—12-1—13 =0 2/13 =0 Ly—ILp+Lsg /13 =
Ccl: Lafamille (x3, x% — x, x* + x) est libre dans Rs[x].
8. Méme démarche.
Le systeme que I'on obtient est
AM+A2+A3=0 A1 =0
-2 —2A3 =0 <= Ao =
Ccl: La famille (x?, x(x — 2), (x — 2)?) dans Ry [x].
. 1 -2 -3 6 . ..
9. Les matrices o 1 1'l o -3 sont clairement colinéaires.
. 1 -2 -3 .
Ccl : La famille (( 0 1 ),( 0 -3 )) est liée.
1 0 1 -2 3 .
10. Montrons que (( 0 1 ),( 0 1 ),( 0 -3 )) est libre dans .Z, (R).
Supposons que l'on ait (a, b, ¢) € R3 tel que :
4 10 +h 1 -2 i 3 6 —0, <> a+b+3c -2b+6¢c \ (0 O
0 1 0 1 0 -3) * 0 a+b-3c | {0 o)
D’ot1 le systeme suivant :
a+b+3c =0 a+b+3c =0 a =
{-2b+6c =0 <= -2b+6¢c =0 — b =
a+b-3c =0 6¢ =0 Lry—Ly—1; c =
. 1 0 1 -2 3 .
Ccl.Lafamllle( 0 1 ),( 0 1 ),( 0 -3 )) est libre.

EXERCICE 2.6 (Famille libre - abstrait). Supposons que 'on ait au’ + bv' + cw’ = 0g pour des réels (a, b, ¢) € R3.

Et montrons que a=b=c=0.

Ona:
au' +bv'+cw =0 <= aw+w +bu+w)+clu+v) =
Or (u, v, w) est une famille libre donc :
b+c =0 b—a =0
(b+cu+(a+cv+(a+bw=0 > at+c =0 = a+c =0
a+b =0 a+b =0
a=0
Etdonc{ b=0
c=0

Ccl : Donc la famille (¢, v/, w') est libre.

b+ou+(a+cv+(a+b)w =0g.

Ll—Lg b-a =0
=> a+tc =0
2b =0 Li+1L3



EXERCICE 2.7 (Base et dimension).
Corrigé en classe.

EXERCICE 2.8 (Plusieurs bases).
Soit F ={(x,y,2) eR3|x—y+z=0}.

1. On montre sans difficulté que F = Vect(uy, up) ot u; = (1,1,0) et up = (—1,0,1). Les vecteurs u; et uy sont
clairement non colinéaires, donc la famille (u;, uy) est libre et génératrice de F, et forme donc une base de

2. Remarquons tout d’abord que les vecteurs v, = (1,2,1) et v, = (1,1,0) sont bien dans F (puisque leurs coor-
données vérifient I'équation de définition de F).

Donc &’ = (v, 1) est une famille constituée de 2 vecteurs en dimension 2 puisque dim(F) = 2. 1l suffit
donc de montrer que cette famille est libre pour montrer que c’est une base de F. Or v; et v» sont clairement

non colinéaires. | 2’ est une base de F. ‘

3. u=(-1,1,2) est clairement dans F puisque ses coordonnées vérifient 'équation de définition.

1
e on remarque que u = u; + 2uy donc le vecteurs coordonnées de u dans la base 98 est Ug = ( 9 )

. 2
« on remarque que u = 2v; — 3v; donc le vecteurs coordonnées de u dans la base %’ est Ug = ( 3 )

EXERCICE 2.9 (Cas de n vecteurs en dimension 7 - coordonnées dans une base).

1. Notons B = (u; + uy + uz + uy) la famille ((1, 1,1,1);(1,-1,1,-1);(1,1,-1,-1); (1,-1,-1, 1)).
Remarquons que la famille 28 est constituée de 4 vecteurs de R* qui est de dimension 4.

Montrons que 4 est libre :

Supposons que pour (a, b, ¢, d) € R* 'on ait :

auy +buy + cuz + duy = Opa.

Alors on a le systéme sytéme linéaire homogéne suivant :

at+b+c+d =0 a+b+c+d =0 a+b+c+d =0
a-b+c—-d =0 2a+2c =0 Ly~ Li+L, c =-a
— f =g

a+b-c—d =0 2a+2b =0 IL3<—Li+L3 b =-a
a-b-c+d =0 2a+2d =0 Lyg—L1+14 d =-a

—2a =0 a =

C =—a b =

— —
=—qa c =
d =—a d =

La famille 28 est donc libre.
Ccl: La famille £ étant une famille libre de 4 vecteurs de R?*, on en déduit directement que £ une base de
R4,

Déterminons les coordonnées de u = (2,0, 2,0) dans cette base :

On remarque immédiatement que u = u; + uy.
1

S ==

Ccl: est le vecteur coordonnées de u dans la base 28 = ( Ui, U, Uz, u4).

(=)
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2. Corrigé en classe.

3. Notons %8 = (Py, Py, P3) la famille (xz, x(x-1),(x— 1)2) et remarquons qu’elle est constituée de 3 vecteurs de
R2[x] qui est de dimension 3.

Montrons que la famille est génératrice :

Vect(x?,x(x—1),(x—1)?) = Vect(x? x*—x,x*—2x+1)
= Vect(x? x,2x+1)
= Vect(x?, x,1)

= Rolx].

Ccl : La famille 28 est une famille génératrice 3 vecteurs de R, [x], donc 28 est une base de Ry[x].

Déterminons les coordonnées de la fonction polynomiale P : x — x dans cette base :

On remarque immédiatement que: VxeR, P(x)=P(1(x)— P2 (x).

1
Ccl:| -1 |estlevecteur coordonnées de P dans la base 98 = (Pl,Pg, Pg).
0

Rang

EXERCICE 2.10 (Rang matriciel - rang d’'une famille de vecteurs).

1.
rg(Ad) = rgA)
1 1
= rgl||l 0 1
-1 2
= 2 car les colonnes sont clairement non colinéaires
2 0 0 -1
. 0 1 0 O
2. Soit A= 0 01 0
-1 0 0 2
(a) Par pivot:
2 0 0 -1
0 1 0 O
rgd = T8Iy 01 o
-1 0 0 2
2 0 0 -1
01 0 O
= rg 00 1 0 L4<—2L4+L1
0 0 0 3
= 4 car les vecteurs colonnes forment clairement une famille libre.

Ona A€ 4, R) et rg(A) =4donc ’ A est une matrice inversible. ‘

(b) On constate trés Clairement que la matrice A est la matrice des vecteurs (colonnes) coordonnées des
vecteurs (—x3 + 2, x, x3,2x3 — 1) dans la base canonique (1, x, X, x3).

D’apres la question précédente, A étant inversible, ona rg(-x>+2,x,x3,2x3-1) =4
Par conséquent, la famille (-x3+2,x,x3,2x% — 1) est une famille libre de R3[x], tel que dim(R3[x]) =4,
constituée donc de 4 vecteurs en dimension 4.

Conclusion : |la famille (—x2 + 2, x, x3,2x3 — 1) est une base de R3[x] |

*Exercices plus difficiles



EXERCICE 2.11 (Espace des matrices symétriques et anti-symétriques).
Corrigé en classe.

EXERCICE 2.12 (Famille libre avec parametre).

1 1 a
1. Travaillons avec la matrice A, des vecteurs coordonnées dans la base canonique de R3:A,=[ 0 1 o0
a a 1

La famille ((1,0, a), (1,1, a), (a,0, 1)) est une base de R si et seulement si la matrice A, est inversible (de rang
3).
Or

rg(Aq) rg

= rg

S O Q O ~
O H H

L3 <—L3 —aLl

La matrice est triangulaire inférieure donc par conséquent rg(A;) =3 <= 1— a’>#0 << acR\{-1;1}.

Conclusion : | ((1,0,a), (1,1,a),(a,0,1)) est une base de R? <> ae R\ {—1;1}.

Bl 2p
2. Travaillons avecla matrice A, des vecteurs coordonnées dans labase canoniquede Ry [x]: Ay =| 0 1 1
0 —p -1
La famille (u, 1+ x — ux?,2u+ x — x?) est une base de Ry [x] si et seulement si la matrice Ay estinversible (de
rang 3).
Or
Bl 2p
rg(Ay) = rg| 0 1 1
0 —p -1
vl 2u
= rg| 0 1 1
0 0 pu-1

L3—Ls3 +[JL2

La matrice est triangulaire inférieure donc par conséquent rg(A,) =3 <= u#0etu # 1.

Conclusion : (u, 1+x-— uxz,Zu +x- x2) est une base de Ry [x] <= p e R\ {0;1}.

EXERCICE 2.13 (Type concours).
Voir correction du DM3.
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