FEUILLE D’EXERCICES

COMPLEMENTS SUR LES FONCTIONS
CORRECTIONS

Equivalents

Exercicel:

1.

2.

10

11

12.

x—1
(fonctions polynomiales) —— ~ let —— ~ -1
X+1 +oo x+10

1 1
et — ~ e car — = o(e™)

x2 +oo x2 +oo

1 1
+—~—care ¥ =o0(L)
x2 0 x2 0 X

In(x) —x ~ —xcarln(x) = o(x) par C.C.
+00 +00

In(x)—x 0~+ —xcar x 0:+ o(In(x)) par C.C.

1+ x?In(x) = x%In(x) et 1+ x*In(x) =~ 1car x%In(x) =o(1) par C.C.
loe) +

x?e ™ +x+1 ~ xcarx’e”* = o(1) par C.C.
+00 +

(o9}

2 2

X e‘x+x+lalcarx e‘x+x:+0(1).
0

. (e*—1)? x> 1
(équivalents usuels) ————— ~ = =2
3xIn(1 + x) o+ 3x 3

. Vitx—-1 3x 1
(équivalents usuels) — 5=
X 0+ Xx 2x

o X -2x+1 (x-1)?2
(équivalents usuels) ~ =x—-1.
Inx 1 x-1

(équivalents usuels In(1+ u) ~ uavec u =1 —0) ¥’In(1+1) ~ ¥*x1=x.
0 +00

1 1
(équivalents usuels In(1 + u) suavecu= 4x*x — 0) —=In(1-4x?) v X 4x* = 4x.
x x

xz—
x2

D=xin(1-%) ~ xx(-&)=-1

xIn(x? -1) - xIn(x?) = xln( % :




Exercice 2: Soit n = 1, un entier et x un réel tel que x # 1.

n-1 n
L. , . P s . k_ I-x
1. Formule des termes consécutifs d'une suite géométrique : Z x" =
=0 1-x
n-1 & n-1 ©
2. Zx —»netnel\l*estnonnuldonch ~n.
- — 1
k=0 k=0
o 1-x" n n
Ainsi ~n<—=1-x"~nll-x)=x"-1~ nx-1).
+00 +00

1—x +oco

Développements limités

Exercice 3 : En utilisant les 3 DL, (0) usuels :

1.
X -1
— = x(1+x)
1+x 0
= x(l—x+—(_1)(51_1)x2+0(x2))
= x(1=x+x%+0(x%)
= x—x2+x3+o(x3)
0 ——
=0(x?)
DL,(0) = x-x*>+o0(x?)
—_——
=0(x)
DL;(0) = x+o(x)
2.
In(1 + x) +2e* = x—%2+2(1+x+x72+0(x2))
= x—%2+2+2x+x2+0(x2)
DL,(0) y 2+3x+ % +0(x?)
DL;(0) = 2+3x+0(x)
3.
1
1+x ﬁ 1+x)2
1,1
3G-D
? 1+%x+22 x2+0(x2)
DLp(0) = 1+3-gx*+o0(x?
DL1(0) = 1+3+o0(x)
0
4.
1
—— = (1-x7?
R (—2)((=2) = 1)
= 1—2(—2x)+fx2+0(x2)
DL, (0) = 1+4x+3x%+ o(x?)
DLi(0) = 1+4x+0(x)



Exercice 4 : A l'aide de la formule de Taylor Young ot on aura remarqué que dans tous les cas la fonction f est
deux fois dérivable au point indiqué (et méme plus) :

f"(x0)

F(x) = f(xo) + f (x0) (x — x0) + (x = x0)% + o((x — x0)?).

Xo

1. fx)=xIn(x)ene:

fley=e
flle=2 =xnx)=e+2(x—e)+ 1x-22+0((x-e)?)
fer=4

2. fx)=v2+xen2:
f@=2
=1 :»\/2+x§2+i(x—z)—G—{L(x—z)%o((x—Z)z)
fl/(z):_é

3. f(x):menlz
f=% .
fra=-1 3mT%—%(x—1)+%(x—1)2+0((x—1)2)
" =3

Exercice 5 : En utilisant un DL, (0) usuel :

1. Onae2* = 1+ (=2x) + 3(—2x0)% + 0(x?) => ™2 =1+ 2x = 2x2+0(x%) > e 2~ 1+2x ~ 2x2.

. e _142x 2x? e 142y
Flnalement—2~—2=2:>hm—2:2.
X 0 x x—0 X
In(1+x) = x— %%+ 0(x?) In(1+x) - x = 3x% + 0(x?) In(1+x) - x ~ 3x°
0 - 0 - 0
e’ =1+x+3x*+0(x?) e*—1-x=3x"+0(x e —1-x~3x*
0 0 0
1.2
. InQl+x)—x 35X o In(l+x)—x
Finalement : —~f—=1:'11m—=
e—1-x o0 §x2 x—0 e—1-—x

Application des DL

Exercice 6 : Soit f définie sur par f(x) = In(1 + x + x?)

. 2 . .
1. Enposantu:x+x2 on a bien u —»00etavec|:n(1+u)§ u—%+u(u) il vient :

X—

212
In(1 + x + x2) x4 x2 = EEE | (x2)

2 3, .4
x+x2_x +2x°+x +0(x2)

oll <l <l

X+ %xz +0(x?) tous les autres termes étant dans le o(x?).

2. Equation de la tangente en 0 : d’apres le DL,(0) on déduit le DL;(0) : In(1+ x + x%) 3 X+ %xz + 0(x?)

@y=1]



Position relative de (C ) et (T) au voisinage de 0: d’apresle DLy(0) In(1+ x + x%) 3 X+ %xz +o(x®) ona

3
ln(1+x+x2)—x€ §x2+0(x2).

>0

Donc 6¢ est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.

Exercice 7 :
Soit f(x) = X2[n(x+1) —In(x)] pour x > 0.

Remarquons que : xl_l)riloo(p(x) =0 <= pkx) = o(

1).

Déterminons un développement asymptotique (c’est a dire un DL au voisinage de +o00) en utilisant le DL usuel

ln(1+u)§u—%+0(u2) avecuz%:

n(x+1) =In(x)]

Ainsiona:

e

Donc en posant‘ px)=f(x)-(x-1) ‘on abien:

Ainsia=1letb=-1.

Exercice 8 : Soit f(x) = xex pour x #0

x)—(x-1)

+o0o

o(1)

f)=x-

1+ @(x) avec @(x) o(1) |

+00

1. Déterminons un développement asymptotique (c’est a dire un DL au voisinage de +o0) en utilisant le DL

e”=1+u+%+0(u2)avecu=l):
0 X

Ainsiona:

1
fu%%x+D—5;

Donc en posant

P =fX)—(x+1) -5

Ainsi:a=1,b=1etc=1.

De plus

1
ﬂm—u+n—5—

1
X 1+;+

(3
2

on a bien:

+ 0((%)2)) car 1

x+1+5+0(2)

1 1
X+1+5:+50(1)

+00

1
—o(1)
X

xX)=x+1+ % + %(p(x) avec ¢(x) = o(l) |

En déduire que (Cy) admet la droite d’équation (D) : y = x+1 comme asymptote oblique (D) quand x — +oo.

1
+—o(1)
X X
>0

Donc on en déduit que (C ) est au-dessus de son asymptote (D) quand x — +oco.



Exercice 9 :[EML2011] On considére 'application

1.

f:10;+00[ =R, x— f(x)=(x+Inx)e* L.

« Etude des variations de f :

f est de classe €' sur ]0; +oo[ par théorémes généraux.
Vx>0, f/(x)=(1+1+x+Inx)e’ ! =1+x+gx)e ! avec g(x) =In(x) + 1.
Etudions la fonction g : x — In(x) + % sur R} :

x—1

g est de classe €! par théorémes généraux et de plus: Vx>0, g'(x)= % - é =

Ceci montre que g présente un minimum sur R} en x = 1. De plus g(1) = 1 > 0 donc on en déduit que :
Vx>0, g0)>0]|

D’apres I'étude du signe de g on en déduit que : ‘ Vx>0, f'(x)>0 ‘

e Limites aux bornes :

e En +00: x +In(x) X puisque par croissances comparées : In(x) = o(x) = f(x) Iou xe*~! et donc
(o.0] (o.0] (o.0]
lim f(x)=+o0
X—+00
x—1 -1

—s e

e En 0% : x+In(x) > In(x) puisque : x = o(In(x)) = f(x)) > In(x)Ine ! by e 'In(x) puisque e

quand x — 0 et donc liII(l) fx)=-oc0
x—0t

D’ou le tableau :

X 0 +00
si
grlle n
de f'(x)
o e +00
variations

2. Tangente au point d’abscisse 1: y= f(1)+ f/(N(x-1) <= y=1+3(x—-1) < y=3x-2.

Exercice 10 :[EML 2012] On considére I'application f : [0; +co[ — R définie, pour tout ¢ € [0; +oo[ par :

_ tIn@®) sit#0
fm_{ 0 sit=0

On note I' la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O, i, f)

1. Par croissances comparées lin& tIn(t) =0 et f(0) =0 donc f est continue en 0.
t_, +

f(h) - f(0)

I' admet une demi- tangente verticale en O < lim ———— = +o0.

h—0* h
f+m) =0 _ (Win(h)
Or ) T T n

=In(h) — -—oo.
h—0*

2. Montrons que f est convexe sur ]0; +oco] :

f est de classe €2 sur R* par théorémes généraux et de plus pour tout £ >0 :

flo=Inm+1 et f"()= % >0.

On en conclut que f est bien convexe sur R} .



3. Déterminons les points d’'intersection de I et de I’axe des abscisses c’est a dire les points d’abscisses f € R
solutions de I’équation f(t) =0.

Orf(H)=0<=tIn(f) =0 <= rt=0o0uln(f) =0« t=0o0ut=e.
De plus f(0) =0 et f(e)=e.

Ccl: Les points d’'intersection de I" et de I’axe des abscisses sont| (0;0) et (e; e) |.

. D’apres les calculs précédentsona f(f) >0 <= In(f)+1>0 < > e 1.

Deplus lim ¢In(#) = +oo par produit.
t—+00

D’ot1 le tableau suivant :

t 0 % +00
signe B
de f'(1) 0 *
variations 0 +oo

On peut prendre les trois tangentes :
e Ty : x = 0 (demi-tangente verticale)
e T1 : y =0 (tangente horizontale)

e T7:y=x-1 (tangente en 1).

Exercice11:

Exercice 12 : [ECRICOME 2011]

1. Pour la continuité en 0 on montre que liII(l) @(x)=p(0):
Xx— +

Par croissances comparées lin(l) x*In(x) = 0 et ¢(0) = 1 donc est continue en 0.
x—0+

Pour la dérivabilité on passe par le taux d’accroissement :

h) —@(0
ling) AL 0 . 20 = hlin}) —hln(h) = 0 par croissances comparées.
x—0t — 0t

Donc ¢ est dérivable en 0 et| ¢'(0) =0 |.

2. On étudie la position relative de la courbe de ¢ et de sa tangente en 0.
L'équation de la tangenteen O est: y = 1.
Etudions donc le signe de ¢(x) — 1 = —x%1In(x).

Ainsi, lorsque x — 0% In(x) < 0 et la quantité —x?In(x) est donc positive.

Ccl :| Au voisinage de 0 la courbe de ¢ est au-dessus de sa tangente en 0 |.




3. D’apres ce qui précede et en calculant la dérivée de ¢ sur R} : ¢’ (x) =

—-x2ln(x)+1) six>0
six=0

On en déduit que ¢'(x) >0 <= 2In(x) +1 <0 < x < L

Ve

Par ailleurs, ¢(x) ~ —x?In(x) donc lLim ¢(x) = —oo.
+00 X—+00

’ s - 1) _q1. 1
D’ot1 le tableau de variations avec ¢ (75) =1+5;.

X 0 \/LE +00
signe B
de ¢’ (x) + 0
variations 1+ 5

Exercice 13 :

Exercice 14 :

1. Montrer que f est continue sur [0; +ool :

« f est clairement continue sur R} par théoremes généraux.
x
e De plus f(x) = ———— ~ 1 puisque In(1 + x)) > x et f(0) =1 donc on en déduit que f(x) > f(0) et donc

InQ+x) o0
que f est continue en 0.

Ccl: Les deux points précédents montrent que f est continue sur R.

2. f estclairement de classe €' sur R* par théorémes généraux.

3.
ln(1+x)—% = x—3x% = x(1-x+x%) + 0(x?))

= x—3x%—x+x*+0(x?)

= 3%+ 0(x?)

Or par calcul de dérivée :

ln(1+x)—% 1.2
/ _ X / 27
FO=—maror = TWia

Cel:| f'(x) ~ 3 |

1
4. f estde classe €' sur]0;+oo| et limof’(x) =5
X—

On en déduit que f est de classe € sur [0;+ocol.

Exercice 15:
Contenu dans le DM5. Voir correction.



