Chapitre6
FEUILLE D’EXERCICES

INTEGRATION (PREMIERE ANNEE)

Calculs d’intégrales
EXERCICE 6.1. Une primitive classique
1. Vérifier que F: x — xIn(x) — x est une primitive de f : x — In x sur ]0; +ool.

e
2. En déduire la valeur de I'intégrale f In(x)dx.
1

EXERCICE 6.2. Calculs d’intégrales en tout genre Déterminer une primitive des fonctions suivantes
2 e )
1. — par primitivation 6. f (Inx)“dx par IPP
1 3x2 1

1 2
2. f ———dt par primitivation
0

1
(1+13)? 7. [ t?e2'dt par double IPP
0

2
3. f e 3" du par primitivation
0 et
2
e 8. f In(2x+1)dx enposant u=2x+1
4, f dx par primitivation 0
e xlnx
elnu In3 X
5. f ——du par primitivation 9. f ———dxenposant u=e*
1 u m2 e*—e™*
Type concours

EXERCICE 6.3. Etude d’une suite d’intégrales
1
Soit (I,,) n=0 la suite d’intégrales définie par I, = f x"In(1 + x)dx.
0
1. Calculer I.

2. (a) MontrerqueVn=0:1,=0.

(b) Etablir que la suite est décroissante puis convergente.
3. (a) Justifier que Vx€[0,1],n=0:x"In(1 + x) < x" (données utiles: In2= 0,7, e = 2,7).

1
(b) En déduire que pour tout entier n=0: I, < 1 puis déterminer nliIP I,.
n —_—

. L . In2 1 [lxntt
4. (a) Enutilisant une intégration par parties, montrer que Vn =0: I, = - dx
n+l n+lJp 1+x

1 xn+1

1
(b) Montrer que 0 < [ X < P puis en déduire un encadrement de I,.

o 1+x
(c) Déterminer nlirP nl, puis un équivalent simple de I,, quand n — +oo.
—T00
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EXERCICE 6.4. Une quantité dépendant de deux entiers

1
Pour tout couple (p, g) d’entiers naturels, on considere I, ; = f xP(1-x)9dx
0

1. Calculer Iy 4 en fonction de q.

2. Al'aide d’'une IPB montrer que Vp=0,Yg=1: Ipi14-1= pTHIp,q .
p'q!
3. Montre eVp=0,vVg=0: I[,,=——.
rerque vp q PA™ (p+q+1)
o ) iy p'q!
ndication : montrer par récurrence la propriété P(p): Vqg=0:1,,= ————
[indicati p u propri (p) q P, pra+l)

EXERCICE 6.5. Etude d’une fonction définie par une intégrale
2x 1

x 1
Pour tout x > 0, on pose F(x) = f1 mdt et G(x) = fx mdt
1. Exprimer G(x) en fonction de F(x) et F(2x).

1
In(1+4x2) In(1+x2)

2. En déduire que G est de classe C! sur ]0; +oo[ et que pour tout x >0: G'(x) =

3. Déterminer les variations de G.

G(x) <

- . a. S =< T . 4.
In(1 +4x?) In(1 + x2)
En déduire la limite de G(x) quand x tend vers +oo et quand x tend vers 0*.

4. Montrer que pour tout x >0:

5. Dresser le tableau de variations de G.
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