FEUILLE D’EXERCICES

REDUCTION DES MATRICES CARREES
CORRECTIONS

Exercice 1:
Corrigé en classe.

Exercice 2 :

1. 1eSp(A) sietseulementsirg(A—I3) <3.
1 1 -1 11
rg(A-I3)=rgl 0 1 0 |=rgl 0 1 0 |=2<3
1 2 0 3 0

Donc 1€ Sp(A).
Calculons E;(A) = Ker(A-1I3) :

X
Soit X=| y |.
z
-1 1
XeKer(A-L) < A-L)X=0 < 0 1
1
O n obtient donc le systeme linéaire suivant :

-x+y+z = -x+z =
X
y =0 P y =0 L — {

—2x+y+2z =0 3y =0

1
= E1(A)=Vect(( 0 )) .
1

2. Pour montrer que —1 n’est pas valeur propre de A on étudie rg(A+I3) :

1 11 11 1 111
rg(A+I)=rg| 0 3 0 |=rgl 0 3 0|=rgl0 3 0 |=3
-2 1 4 0 3 6 00 6

Ceci montre que A + I3 est inversible et donc|-1¢ Sp(A) |

1




Exercice 3:

Sp(A) ={-3,1,2} car A est diagonale.
Sp(B) = {-2,3,5} car B est triangulaire.
Sp(C) = {0} car C est triangulaire.

D est non-inversible car elle possede une ligne nulle = 0 est valeur propre de D.

0 2 3

E-I3=| 0 0 2 |= Eestnon-inversible (une colonne nulle) = 1 est valeur propre de E.

0 7 4

Exercice 4 :
Corrigé en classe.

Exercice 5 :

1. Par simple calculs matriciels A% =

o = O O

o O O
[ R R

et A4 = I4.

S O = O

On en déduit immédiatement que A*—I; = 04 et doncle polyndéme Q(x) = x*—1 estun| polynéme annulateur de A |

2. Déterminons les racines de Q :

Q) = -1 +1) =(x-Dx+ D% +1).

Le polynome x? + 1 ne s’'annule pas sur R on en déduit que les racines de Q sont {—1;1}.

D’apres le cours on a immédiatement’ Sp(A) c{-1;1}

Rmgq: il est crucial de ne pas écrire tout de suite que une égalité et bien une inclusion.

* Montrons que 1 € Sp(A) :

-1 1 0
0 -1 1
rg(A—Iy)=rg 0 0 -1
1 1 0

Donc on abien 1 € Sp(A).
e Montrons que —1 € Sp(A4) :

rg(A+Iy)=rg

—_ o O
O O = -
S~ = O

Donc on a bien —1 € Sp(A).
Ccl: |Sp(A) ={-1;1}

— -0 O

:rg

-1 1 0 -1 1 0

0 -1 1 o0 |_ |0 -1 0 |_,_,
o 0 -1 1 [T 0o o -1 1 |T°°"
0 1 0 -1 0o 0 1 -1
110 0 11 0

01 1 0 -1 1

oo1 1 | " 0o 0o -1 =3<1.
01 0 -1 o 0 1 -1

3. Déterminons les sous-espaces propres associés :

e E1(A)=Ker(A—-14):

X

Soit X =

~ N <



X 0 -x+y =0 _,
y 0 -y+z =0 B
XeKer(A-1;) <= (A-1) = — — =t , teR
z 0 —z+t =0 ,
z=
t 0 xX—t =0
1
1
= E;(A) =Vect 1
1
e E j(A)=Ker(A+1y):
X
Soit X = Y
z
t
x+y =0
* 0 Y x=-t
¥ 0 y+z =0
XeKer(A+ly) <= (A+1y) = — — y=t , teR
z 0 z+t =0 ,
z=-
t 0 x+t =0
-1
1
= E;(A)=Vect -1
1

Rmgq : la résolution du systéme associé au calcul de chaque sous-espace propre peut étre facilité par le travail
fait sur le rang. En effet, on peut utiliser directement le systéme associé a la derniére matrice utilisée puisque les
opérations d'une résolution de systeme sont identiques aux opérations du calcul du rang : il s’agit dans les deux
cas de la méthode du pivot.

Par ailleurs d’apres le théoreme du rang dim(Ker(A—Al)) =n—-rg(A—-Al)

Une fois le caclul du rang effectué, permettant d’affirmer que A est une valeur propre, on sait donc a ’'avance la
dimension du sous-espace propre avant méme de I’avoir calculé.

Cela peut s’avérer utile lors de la détermination du sous-espace propre E; (A)et de la résolution du systéme asso-
cié, notamment pour connaitre le nombre d'inconnues auxiliaires du systéme.

Exercice 6:

1. « Montrons que 0 € Sp(A) et déterminons Ey(A) = Ker(A) :

1 01 1 01
rg(A)=rg| 0 1 0 |=rg| 0 1 0 [=2<3=>0€eSp(A).
111 010
X
Soit X=| y
z
-1
x+z =0
XEEMA)(:»AX:O(:»{ 0 = Ep(A) = Vect 0
y = 1

* Montrons que 1 € Sp(A) et déterminons E;(A) = Ker(A—13) :
0 0 1

rg(A-I)=rg| 0 0 0 |=2<3=>1eSp(A).
1 10



x
Soit X=| y
z
z =0 ~1
XeE(A) = (A-[)X=0= = E7(A) = Vect 1
x+y =0
* Montrons que 2 € Sp(A) et déterminons E»(A) = Ker(A—213) :
-1 0 1 -1 0 1
rg(A-2L)=rg| 0 -1 0 |=rg| 0 -1 0 |=2<3=>2eSpA.
1 1 -1 0 1 0
x
Soit X=| y
z
1
-x+z =0
XEEZ(A)@(A—ZI?,)X:O@{ = E»(A) = Vect 0
y =0 1
-1 -1 1
2. D’apres le principe de concaténation, la famille 98 = o1, 1 |,]0 forme une famille libre de
1 0 1

trois vecteurs .43 1 (R).

Par conséquent £ est une base de .#3,1 (R) formée de vecteurs propres de A.

Ccl: |la matrice A est diagonalisable ‘

-1 -1 1 0 0O
3. NotonsP=| 0 1 O JetD=] 0 1 O
1 0 1 00 2

« P estinversible comme matrice de passage de la base canonique de .#3,; (R) ala base 28 formée des vecteurs

propres de A.
¢ D est évidemment diagonale.

De plus, d’apres le cours nous avons la relation A= PDP™L,

4. Le couple (D, P) n’est pas du tout unique.
e choix sur D : on peut changer I'ordre des valeurs propres sur la diagonale. Attention cependant alors a
changer également I’ordre des colonnes de P de facon cohérente.

« choix sur P : on peut changer les colonnes de P par des vecteurs colinéaires. Par exemple si on souhaite
que la premiere ligne de Psoit ( 1 1 1 )alorsvuque

-1 1 -1 1
Ey(A) =Vect 0 = Vect 0 et E;(A)=Vect 1 = Vect -1
1 -1 0 0
1 1 1 0 0O
lamatrice P= 0 -1 0 [ conviendraitparfaitement avecle méme choixpourD=] 0 1 0
-1 0 1 0 0 2

Exercice 7 : Corrigé en classe.

Exercice 8 :

1. Corrigé en classe.



2.

(a)

(b)

Déterminons Sp(B) :

AeSp(B) <= B-AI, noninversible << (-5-1)(-2-1)-18=0 < M’+71-8=0 —

Par conséquent| Sp(B) = {—8;1} ‘
Déterminons les sous-espaces propres de B :

3 3
e £ _g(B)=Ker(B+8I) etB+812=( 6 6 )

SoitX=( ; )onaXEE_g(B) < x+y=0etdonc E_g(B)=Vect(( _11 )) .

oEl(B):Ker(B—Iz)etB—IZ:( 6 3 )

6 -3

1
SoitX:( j JonaXeEl(B) — —2x+y=0< y=2xetdonc El(B)zVect(( 9 )) .

Montrons que B est diagonalisable :

1
2
de 4,1 (R) (ce que I'on aurait pu également directement voir puisque les vecteurs sont clairement non
colinéaires).

Par conséquent 2 est une base de .#> 1 (R) formée de vecteurs propres de B .

-1
D’apres le principe de concaténation, la famille 28 = (( ] ) , ( ) estune famille libre de deux vecteurs

= ’ la matrice B est diagonalisable ‘
Diagonalisons B :
-1 1 -8 0
OnnoteP—( 1 2 )etD—( 0 1 )
P est inversible comme matrice de passage de la base canonique de .4 ; (R) a 28 et D est diagonale.

De plus, d’apres le cours on a la relation : | B= PDP7! |

» Procédons par analyse du probléme : Supposons qu'une telle A matrice existe.
On a alors

AB=B — A=PDP' — PAP=D — (P'aP)’=D.

Ccl : Si une telle matrice A existe alors la matrice D' = P~ AP vérifie (D)3 = D.
o Passons maintenant a la synthése du probléme : on cherche donc une matrice D' telle que (D')® = D.

Vu la forme diagonale de D on cherche D’ sous forme diagonale également.

- 0 -8 0
En posant D’:( 0 1 )il vient immédiatement (D’)3=( 0 1 )

Par conséquent la matrice A = P~'D’'P répond 2 la question et il ne nous reste plus qu’a effectuer les

11

1(-=2 1\(-2 0\(-1 1) 1({ 4 1\(-11 -1 2
—_1,—— = — =
A=P DP_s(l 1)(0 1)(1 2) 3(—2 1)(1 2) (1 0)'

Ccl : En posant A:( -2 ) on a bien A% = B.

-2 1
calculs matriciels avec P! = % ( ) :

A-DA



1. Onsuppose n=4. Onadonc Js =

—
—

1
1
1
1

—

(@) On aévidemment rg(Js) = rg(Cy) =1 donc J; n'est pas inversible et donc 0 € Sp(Jy).

1
1
(b) La somme des lignes de la matrice J; vaut 4 on a donc J,U =4U avec U = e Ainsi U est un vecteur
1
propre associé a la valeur propre A = 4.
(c) e Déterminons Ey(J4) = Ker(Jy) :
1111 X 0
111 1 ||y 0
XeKer(Jy) < NI1X=0 <= 1111 JA el
1 1 11 t 0
O n obtient donc le systeme linéaire suivant :
{x+y+z+t =0 <= {x =—y-z—-t
-1 -1 -1
1 0 0
= EO(]4) _VeCt 0 ) 1 ’ 0
0 0 1
e Déterminons E4(J4) = Ker(J4—414) :
-3 1 1 X 0
1 -3 1 ¥ 0
XekK —41, —4I)X = =
€eKer(Ja—4ly) <<= (1—-41)X=0 = 1 3 1 2 0
1 1 -3 t 0
Effectuons le pivot de Gauss sur la matrice 4 —41, :
-3 1 -3 1 1 1
1 -3 0 -8
1 1 -3 0 4 -8 4
1 1 1 -3 0 4 4 -8
-3 1 1 1 -3 1 1 1
0 -8 4 0 -8 4
0 0 -12 12 0 0 -11
0 0 12 -12 0 0 0 O
O n obtient donc le systeme linéaire suivant :
-3x+y+z+t =0 x =t
—2y+z+t =0 <= y =t.
—-z+t =0 z =t
1
1
= E4(]4) =Vect 1
1

(d) D’apres le lemme de concaténation, la En déduire I'existence d'une matrice diagonale D et d'une ma-
trice inversible P telles que /4 = PDP~! (on explicitera les matrice P et D).

2. Onrevient au cas général avec n = 1.



(a) Déterminer ]fl puis en déduire le spectre de Jj,.

(b) Déterminer le rang de J, puis en déduire la dimension des sous-espaces propres associés (on ne de-

mande pas de fournir une base).
(c) En déduire que J, est diagonalisable.

Exercice 10:

1. Déterminons Sp(J) :

« la matrice J est visiblement non-inversible (une colonne nulle) = 0 € Sp(J).

Déterminons le sous-espace propre associé Ey(J) = Ker(J) :

X
Soith( y).
z
2y+z =0 xeR
OnaXeE()) = {-y+2z =01y =
y =0 z =0

Ccl: | Eq()) =Vect(

)

« Pour les autres valeurs propres procédons par caractérisation A € Sp(J) <= rg(J— Al3) <3 avec 1 #0.

-A 2 1 -A 2
rg(J—AL)=rg|l 0 -1-A 2 =rg| O 1
0 1 -1 o -1-2

-A

-1
0
0

|-

Avec A Z0onadoncrg(J—Alz) <3<=2-1-1?=0< (A-1)(A+2)=0.
Ccl: {-2;1} < Sp(J) et donc finalement ’ Sp(J) ={-2;0;1} ‘ puisque J ne peut pas avoir plus que 3 valeurs

propres distinctes.

S =N

2 —

1
-
A1+ Q)

=2-1-72

Déterminons les sous-espace propre associés E_»(J) = Ker(J+2I3) et Ey(J]) = Ker(J—I3) :

b
Soit X=| y |.
z

2x+2y+z
OnaXeE o(J)=Ker(J+23) <

y+2z

-X+2y+z

E >())= Vect(

3
1 .
1

OnaXeE (J)=Ker(J—1I3) <=>{
Y-z
2
-4

1
E_g(])=Vect(( )),Eg(])=Vect(( 0
2 0

Ccl:

))Emv((

Ei ()) :Vect((
3

)

-4

Montrons que J est diagonalisable :
3
)
2 1

s

On note (Cy,Co, C3) = ((

Par principe de concaténation la famille 98 = (Cy, C,, C3) est une famille libre de trois vecteurs de .#3,1 (R).
Par conséquent & = (Ci, Cy, C3) est une base de .43 1 (R) formée de vecteurs propres de J.

Ccl: |la matrice J est diagonalisable. ‘

2. (a) Montrons que M et J commutent :

MJ=MxM?*=M>=M?>xM=JM.



(b) Nous allons nous servir du fait que M et /] commutent et que les sous-espaces propres de J sont tous de
dimension 1.
Onnote A; =-2,1,=1etA3=1.
Soit i€ [[1,3]]. Montrons que C; est un vecteur propre de M : cad da; e Rtq. MC; = a;C;
En remarquant E,, (J) = Vect(C;) cela revient a démontrer que MC; € Ey, (J).
Or M et ] commutent donc:

J(MCy) = (UM)Ci = (MN)Ci = MUCy) = M(A;Ci) = A;(MCy).

Ceci démontre que MC; € E,(J) et donc MC; € Vect(C;) etenfin que : 3a; €R, MC; = a;C;.
Ccl: (Cy, Cy, C3) sont des vecteurs propres de M.
Rmgq : on ne sait pas quelles sont les valeurs propres, on ne sait d’ailleurs méme pas si une telle matrice
M existe, on ne fait que supposer qu’elle existe.
(c) D’apres ce qui précede M est diagonalisable puisque (C;,Co, C3) est une base de .43 (R) formée de
vecteurs propres de M.
. Comme dans I'Exercice 8 question 2. si une telle matrice M existe alors soit P une matrice inversible et D
diagonale toutes deux issues de la diagonalisation de J.
La relation M2 = J donnerait M2 = PDP~! < P~1M2P = D et donc (P_lMP)2 =D.

-2 0 0
Or une matrice diagonale convenable pour D etdonnéeparD=( 0 0 0
0 0 1
On cherche donc une matrice D' diagonale telle que (D)?> = D.
a 0 0
Orsionpose D'=| 0 b 0 |,onauraitalors:
0 0 ¢
a? 0 0 -2 00 a’=-2
(DY?=D 0 > 0 |=l 0 00| <= <p=0
0 0 ¢ 0 0 1 2=1

Ce qui est impossible puisque a? = —2 n’admet aucune solution réelle.
Ccl : Il n’existe pas de matrice M telle que M? = J.



