Chapitrel
FEUILLE D’EXERCICES

SUITES RECURRENTES ET IMPLICITES
CORRECTION

Suites récurrentes

X

Soit f définie par f(x) = .

! par f(x) eX+1

1. f est une fonction dérivable sur R (et méme de classe C*°) comme quotient (bien défini car Vxe R, e*+1>0)dela
fonction exp et de la fonction x — e* + 1 qui sont toutes les deux dérivables (et méme de classe C*) sur R.

ex
(eX+1)2°

La fonction exp étant strictement positive sur R on en déduit que f est strictement croissante sur R.

De plus, pour tout xe Rona f'(x) =

2. (a) Lafonction g: x— f(x)—xestdérivable sur R par différence de la fonction f et de la fonction x — x (polynomiale).

D 1 tout x € R /( ) f/( )—1 _(6216+ex+1)
€ plus, pour tout x ona X) = X)-—-1=——
pus P & (eX +1)?

La fonction exp étant strictement positive sur R on en déduit que g est strictement décroissante sur R.

Par ailleurs,

X 1 X
im = lim =1 lim g(x)= lim
X—+oo0 X + 1 x—+ool+e™* = ) x—+o0 X—+oo0 g¥ + 1

Am g(x) =

—Xx=-00

— X = +o00.

im = im
x—-oc0 e¥ +1] x—-o00 ¥ 41

Par conséquent g est une fonction continue strictement décroissante sur R, donc, d’apres le théoreme de la bijection,
g réalise une bijection de R sur R.

Ainsi, I'équation g(x) = 0 admet une unique solution y € R.
Bien stir, g(x) =0 équivaut a f(x) = x.

Ccl: |y e Rest]'unique solution de I'équation f(x) = x ‘

1
(b) Onag(0) = % >0,8(y)=0etg(l) = i1 < 0doncon al’encadrement g(1) < g(y) < g(0). De plus, on sait que g

est strictement décroissante sur R. Par conséquent on abien| 0 <y < 1.

g est décroissante sur R et s’annule en y donc on en déduit le signe de g sur R :
. sur ] —oo,7l, g est strictement positive,

.8(y)=0et

. sur |y, +oo[, g est strictement négative.

3. Soit u la suite définie par son premier terme 1 appartenant a R et par la relation de récurrence u,+1 = f(uy).

(a) Supposons que u converge et notons L € R sa limite. f étant continue sur R, par passage a la limite de la relation
Uns1 = f(uy), lorsque n — +ooona

L=fl) on dit que L est un point fixe de f.

En effet, on a ninloo Uy = nirgfloo Un+1 = L et par continuité de f ona nﬂ,“i‘oof(””) = f(nin}oo uy) = f(L).

Par conséquent, d’apres la question 2.(a) ona: L=1.

Ccl:| u converge vers y.
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(b) Montrons que les intervalles ] — oo, Y] et [y, +oo[ sont stables par f.
Par croissance de f surRona: x<y= f(x) < f(y).Or f(y)=ydoncx<y= f(x)<7y.

Ceci montre que f(] —oo,y]) <] —oo,y] donc que‘ I'intervalle ] — oo, y] est stable par f. ‘

De la méme maniére on montre que

I'intervalle ]y, +o0] est stable par f. ‘

4. Onsuppose yy=yetonnote VneN, 22(n): u, =7y.
* Montrons par récurrence que pour tout n € N, 2?(n) est vraie.
Initialisation : 22(0) est trivialement vraie.
Hérédité : Supposons que 2?(n) est vraie.
On a donc par hypothése de récurrence que u, =7v.
Or f est croissante sur R donc u, =y = f(u,) =7, soit U+ = 7.
Ainsi 22(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : D’aprés I'axiome de récurrence, VneN, u, =y.

¢ Etudions la monotonie de u.

Upe1—Up = f(Up) —up =8g(Uuy) <0

puisque u, =y et que d’apres la question 2.(a), sur 'intervalle [y, +ool, g est négative.

Ccl :| u est une suite décroissante. ‘

« D’apres ce qui précede, la suite u est décroissante et minorée, donc, d’apres le théoreme de convergence monotone,
la suite u converge et d’apres la question 3.(a) ona lim u, =Y.
n—+oo

5. On suppose yp <yetonnote VneN, 2(n):=0, u, <y.
« Montrons par récurrence que pour tout n € N, &?(n) est vraie.
Initialisation : 22(0) est trivialement vraie.
Hérédité : Supposons que & (n) est vraie.
On a donc par hypothése de récurrence que u, <7y.
Or f est croissante sur R donc u, <y = f(u,) <7, soit uy41 <7v.
Ainsi Z(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, VreN, u, <vy.

¢ Etudions la monotonie de u.

Up+1— Un = f(Uup) —up=guy) =0

puisque u, <y et que d’apres la question 2.(a), sur l'intervalle [-oo, y[, g est positive.

Ceci montre que u est une suite croissante.

* D’apres ce qui précéde, la suite u est croissante et majorée, donc, d’apres le théoréme de convergence monotone, la
suite u converge et d’apres la question 3.(a) on a lin} Up =Y.
n—+o00o

EXERCICE 1.1 (Ecricome 2013).
Corrigé en cours.

EXERCICE 1.2.
-1/x% _.
e ,Six#0

On considere la fonction f définie sur R par f(x) =
0, sinon

1. Ftudede f

(a) SurR*:Lafonction f est continue sur R* par composition de fonctions elles mémes continues.

1
lim v = -0
EnQ:{x—0 X = (par composition de limites) lim f(x) =0 = f(0) et donc f est continue en 0.
lim eX=0 x—0

X——00
Conclusion : f étant continue sur R* et en 0, elle est donc continue partout sur R.



(b) Montrons que f est dérivable en 0 a 'aide du taux d’accroissement de f en 0.
Pourtout x#0,ona:

L
fO-fO© e Xy x
x=0 Cx avec;=xl—2 \/L)? B X
X2

Orona X 0 +00 et par croissances comparées lim
X—

= 0 donc par composition de limite on a
X—+00 eX

im f-fO) _

x—0 x—-0

Conclusion : f est dérivable en 0 et de plus| f(0) =0|.

La fonction f est dérivable sur R* par composition de fonctions elles-mémes dérivables et de plus pour tout x # 0
ona:

0.

N

(c

f "(x) = —3¢€ x>
2 -5
. s . L. 3 . . PP ’ Se 2 six#0
Conclusion : d’apresles fonctions précédentes la fonction f’ estla fonction définie sur R par| f'(x) =1 ¥
0 six=0.
Montrons que f est de classe € sur R, c’est-a-dire que f est dérivable sur R et f’ est continue sur R.
« f est dérivable sur R* et en 0, donc elle est dérivable partout sur R.
o f’ est continue sur R* par théorémes généraux et de plus par croissances comparées :
2 1 X%
—e ¥ = 2— — 0=f(0
x3 x=1 eX X—+oc0 ro
x x—0
Ceci montre que f’ est continue en 0; étant continue sur R*, f’ est donc continue sur R.
Conclusion : les points précédents montrent bien que f est de classe €' sur R.
(d) D’apres les questions précédentes on a:
! 2 - LZ !
Vx>0, f(x)z;e 2 >0 et f(0)=0.
. 1
) . . . . lim -— =0
Par conséquent, la fonction f est strictement croissante sur R;. Par ailleurs, x1_’+°°X X et donc par
im e” =1
X—0

composition xgn-goo f)=1.

Etant également continue sur R+ elle réalise donc une bijection de R, sur [f(0); . lirg f)[=10;1].
—>+00

(e) On peut remarquer que f est une fonction paire puisque

f(0)=0 et Vx#0, f(—x):e_<—i)2:e_x%:f(x).

Par conséquent, par parité on obtient directement :
i. f estdécroissante sur R_,
ii. lim f(x)=+o0
X——00

Et on a donc le tableau de variation suivant :

x —0 0 +00
signe _
de f'(x) 0 *
+00 +00

variations
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Equation de la tangente

Si f est dérivable en xy alors la courbe représentative de f admet une tangente ayant pour équation y = f(xp) +
1 (x0) (x — xq).

Léquation de la tangente Tp a la courbe de f en 0 est donc y = 0 puisque f(0) = f/(0) =0.
D’ou 'allure de la courbe :

1.5

05

-0:5

2. Etude de f(x) - x.
Soit g la fonction définie sur [0;1] par g(x) = f(x) — x.

1
(a) Lafonction g: x— e x2 — x est de classe € sur ]0;1[ par théorémes généraux, de plus pour tout x € [0;1], ona:

—6x%+4 _1L
e x2 .

2
3 x4

1

gx)=—=e 2-1 et g'x)=

X

(b) On en déduit, par positivité de x3 etde I’exponentielle, que g”(x) est du signe de —6x2 + 4 sannulant une seule

foissur [0;1] en x = %

Remarquons que :

og’(\/g):f(\/g)—lzo,82—l<0
e g(0) = £(0)—0=0.
D’oui:

x 0 2 1

signe de
g/l (x)

variations g ( %) <0
de g’ / \

signe
de g’

- 0
variation
de g \

signe de g -

3. Etude d’une suite

Soit (uy) la suite définie par uy = % etVneN, up = f (uy).

(a) Fonction Python d’en-téte def suite(n): qui prend en argument un entier naturel n et renvoie la valeur de u,,.



| 1 import numpy as np \
| 2 def suite_u(n): \
| s u=1/3 # initialisation : premier terme de la suite ‘
| 4 for k in range(l, n+1): \
| s u=np.exp(—1/xx%2) ‘
| e return u ‘

(b) Montrons par récurrence que pour tout entier n € N*, u, €]0;1[ :
Initialisation : La propriété est trivialement vraie au rang n = 0 puisque uy = %

Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n € N.

On a donc par hypothése de récurrence que u,, € [0;1].

Or f est strictement croissante sur ]0;1[donc0< u, <1 = f(0) < f(un < f(1), soit O<u, 41 <e ' <1.

Ainsi la propriété est héréditaire.

Conclusion : D’aprés 'axiome de récurrence, Vn e N, u, €]0; 1[.

(c) Soit neN.

Ups1—Un = gluy) <0 up €]0;1[ et que g est strictement négtive sur ]0; 1|

Conclusion : On en déduit que (1) nen €St décroissante.

La suite (u,)en étant décroissante et minorée (par 0), d’apres le théoréme de convergence monotone, on en
déduit qu’elle converge vers unréel ¢ € [0;1] (car VreN, u, =]0;1]).

Par passage a la limite dans la relation u,+1 = f(uy), lalimite ¢ € [0; 1] vérifie I'équation du point fixe f(¢) = ¢ <
g0)=0.
Or d’apres les études précédentes, £ = 0 est 'unique solution de I'équation g(x) = 0.

Conclusion : la suite (1) ,ey converge et de plus lin} Up=01
- n—+o0

Suites récurrentes et IAF

EXERCICE 1.3 (Exercice de référence).
Soit f la fonction définie pour tout réel x strictement positif par f(x) = x —In(x).

1. . f estune fonction de classe C* donc dérivable sur R’} par différence de x — x et x — In(x) de deux fonctions elle-
mémes de classe C™ .

x
.Ona f'(x)=——avecx>0etx—1>0< x>1.
X

=1

lim+ x=0
. f(x)=x-In(x) et x.—O = lim f(x) = +oo par différence.

lim In(x) = —o0 x—0%

x—0
In(x) . In(x) . .
) =x1- et lim —— =0 par croissances comparées
X X—+00 X
1iI£_1 X =400
.. ) x—+o0 . _ .
Ainsi A In(x) _ > £H+100 f(x) = +o0 par produit.
X—+00 X

. Tableau de variations complet :

X 0 1 +00
signe _
de f'(x) 0 *
+00 +00

variations
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Rappel : convexité

Soit I un intervalleet f: I — R.
Définition de la convexité :
f estconvexe sur I <= V(a,b) € I2, VA0;1], fQAa+1-Ab) <Af(a)+ 1 -A)f(b).
Fonctions concaves :
f est concave sur I < — f est convexe sur .
Caractérisation pour les fonctions de classe €' :
Si f est de classe €' sur I, alors f est convexe sur I < f’ est croissante sur I.
Caractérisation pour les fonctions de classe €2 :
Si f est de classe €2 sur I, alors f est convexe sur [« Vxe I, f"(x)>0.
Inégalité de convexité :
Si f est dérivable et convexe sur I alors la courbe de f est en dessous de toutes ses tangentes.
Exemple d’application: Montrer que Vx> -1, In(1+x)<x

2. . f estde classe C? sur R* car on a vu que f était de classe C* sur cet intervalle.

1
.Onaf”(x)z;

Ccl: Ona f"” > 0sur R} donc f est convexe sur cet intervalle.

3. Onavuque f” > 0sur R} donc f’ est croissante sur cet intervalle.
I<sx<2 = ffOsflos<sf@.

par croissance de f’

1 1
Orf'(l)=0et f/(2) = > donconabien: Vxe[1,2], 0<f'(x)< >

4. On considere la suite (u,,) définie par uy = 2 et pour tout entier n, u,+1 = f(uy).
(a) Montrons par récurrence que, pour tout n € N, la propriété 2 (n) : u, € [1,2] est vraie.

Initialisation : ug = 2 donc Z(0) est vérifiée.
Hérédité: Supposons que £ (n) soit vraie au rang n et montrons que £ (n + 1) est vraie.

Par hypothese de récurrence : lsup,<2
U
Par croissance de f sur [1; +ool : fA < fluy) < f2)
y
F) =1, tpsr = fup) et f2)=1-In(2) <2 1<ty <2
€10,1[

Ainsi 2 (n + 1) est vraie.
Conclusion: D’apres le principe de récurrence, Vn e N u, € [1,2].

Rappel : Inégalité des accroissements finis (IAF)

Soit I un intervalle et f : I — R une fonction de classe €' sur [a; b].
Théoreme (IAF) :
Vx,yela;bl, 1f(x)-fyl< e L Gllx = .

1
(b) f estune fonction de classe C* sur [1,2] et d’apres la question 3. Vx € [1,2], |f'(x)|< 3
D’apres 'Inégalité des Accroissements Finis (IAF) on a
1
Va,be[l,2], |f(b)-f(a)ls Elb—dl.

Pour n € N, on sait de plus, d’apres la question 4. a) que u, € [1,2].
Ainsi en choisissant a = 1 et b = u,, on obtient :

1 1 1
|f(un)_l|<_|un_l| => | uUpn—1 ISz up-1 | = 0<upp-1<s-(uy—-1.
2 ——— 2 = 2
=0 =0

1
Ccl: n étant arbitraireonabien:|VrneN, 0<u,;;—-1< E(u" -1 |




n
(c) Montrons par récurrence que, pour tout n € N, la propriété 22 (n): u, —1< (5) est vraie.

1 0
Initialisation: ug—1=2-1=1= (E) donc 22(0) est vérifiée.
Hérédité: Supposons que £ (n) soit vraie au rang n et montrons que £ (n + 1) est vraie.

1 n
On suppose donc que u; —1 < (—) .

2
) N . 1
D’apres la question 4.b) : O<sup1-—-1< E(u" -1)

U

N . 1 (1\"

Par hypothese de récurrence : Up—1< 3 X 3

U

1 n+1

Upt1—1< (5)

Ainsi 2 (n + 1) est vraie.

1 n
Conclusion: D’apres le principe de récurrence, | Vn €N 41 — 1 < (5) .

(d) D’apres les questions précédentes on a

1 n—1
VneN, Osun—ls(—) .

n—+oo

1 n—1
Or-1<-<1= Ilim (—) =0.
2 2
Ainsi, d’apres le théoreme des GENDARMES ; linJ} u,—1=0.
—+00

Ccl:| lim u,=1|
n—+oo

EXERCICE 1.4. (D’apres ECRICOME 2007)
Corrigé en classe.

Suites implicites
EXERCICE 1.5 (Exercice de référence).
On considére, pour tout entier naturel 7, la fonction f;, définie par f,(x) = X +nx-1.

1. fn estune fonction polynomiale donc de classe € sur R.

VxeR, fh(x)=5x*+n>=puisquex?=>0etneN.

Ccl:|VxeR, f,’l (x) = 0 et f;, est strictement croissante sur R.

2. Déterminons les limites de f,, aux bornes de son intervalle de définition en remarquant que f;, est une fonction poly-
nomialeona:

. _ . 5 . — . _
xﬂ)r{jloofn(x) = xlrgloox = xin}oofn (x) = +o0 |.et xin_loofn(x) =-o0|

D’ou le tableau de variation :

X —00 +00
signe
8/ n
de f,(x)
. . +00
variations /
de fp
—00

La fonction f}, est continue (car €°) et strictement croissante sur R. Elle réalise donc une bijection de RsurR. 0 € R
(=intervalle image) donc, d’aprés le corollaire du théoréeme de la bijection, 1'équation f;;(x) = 0 admet une unique
solution, notée u,, € R.

Ccl :‘ Vn = 1, il existe un unique réel u, tel que f,(u,) =0. ‘
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3. Remarquons que pour n>1lona: f, (1) = (%)5 =>|fu(2)>0]

De plus, par définition u, on a f,(u,) = 0. Par conséquent on a f;, (%) > fu(uy) et par croissance de f;; on en déduit

— > uy,.
n

Ccl:|Vn=1, u,;s<

3|~

Montronsque: Vn=1, 0<uy,.

Remarquons que f;,(0) = -1 <0, donc f,(0) < f,(u,) et par croissance de f,; on en déduit que .

En conclusion nous avons I’encadrement :

S|

Vn=l O0O<u,s<

11 suffit ensuite d’appliquer le théoréeme d’encadrement des limites.

Ccl:| (up)nen converge et lim u, =0]|.
— n—+oo

4. Remarquons que u, ~ + < nu, — 1.
Remarquons également que par définition de u, ona:
fnlup) =0 = u§l+nun—1=0 — nunzl—ui.
Or on sait que u, — 0 donc u3 — 0 et par conséquent 1 — u5 — 1.

et [ty —1].

. P . 1
5. khiibes Déterminons un équivalent simple de — — u;,.
n

Partons a nouveau de la relation définissant u,, :

uw 1 1 u
5 n n
fluy) =0 = u,+nu,-1=0= —+u,——=0= ——u,=—.
n n n
1 1 ul 1
Oron avu que u, ~ — donc u) ~ — et donc —2% ~ —.
n n® n nb
1 1
Ccl: ——Up~—|
—|n n

EXERCICE 1.6. (D’apres Oral HEC 2019)
Pour n € N*, on définit la fonction f;, : Ry — R par

fn(x) — x2n+l _xn+1 -1
1. Soit n € N* fixé.

(@) La f; est une fonction polynomiale sur R.. Elle est donc dérivable (et méme de classe €°° sur R.

De plus, pour tout x e R: f/(x) = 2n+Dx*" - (n+1)x" = ’ fr)=x"(2Cn+1x"—(n+1) ‘

On en déduit donc que, pour x=0:

1020 < Cn+)x"-n+1)=20 < x"> >0 < x2=

3=

n+l )

En notant m,, = (750
De plus,

2n+1 —

0 =-1 et xE»IEoof"(x) = xgquoox +00

On obtient donc le tableau de variations suivant :



X 0 mpy +00
signe _
de f;(x) 9 +
.. -1 +00
variations
de fn fn (my)

En remarquant que my, €)0; 1{ on en déduit que m2"*

(b) Montrer que f; s’annule sur R;en un unique réel x, et montrer que x, > 1.
2. En cherchant le signe de f,+; (x,), montrer que (x,) décroit.
3. Montrer que (x;) converge vers 1.

4. (a) Montrer que k: x — x(x — 1) est une bijection croissante de [1, +oo[ sur R;.

(b) Pour n € N*, on pose u, = x)}. En exprimant, pour tout n € N*, i (u,) en fonction de x,, montrer que (u,) con-
verge vers (1 + V5)/2.

(c) (khaibes) Déterminer un équivalent simple de x; lorsque n — +oo.
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