FEUILLE D’EXERCICES

VARIABLES CONTINUES
CORRECTIONS

Exercice 1 : Densité de probabilité
Montrer que les fonctions suivantes sont des densités de probabilité.

1. corrigé en classe.

2. 1) f est positive sur R car f est soit nulle soit positive et 2) f est continue sur R saut éventuellement en 1 et
en 2 car f est soit nulle soit composée de fonctions continues.

1
vi-1

+00 2 1 2
3) Par Chasles, comme f est nulle en dehors de |1;2], on a[ fde = f fde= E[ dt.
—00 1 1

Or par changement de variable affine

2 1 11
dtzf —du.
~/1‘ vi—1 0 u%

1

. . . 1
On reconnait une intégrale de Riemann convergente et le cours nous donne f —du=2.
0 wu2

+00 2 1 2 1
Donc[ (t)dt=/ (Hdt = —f dt converge et vaut 1.
—c0 ! 1 ! 221 vVi-1 8

3. 1) f est positive sur R sans difficulté et 2) f est continue sur R par thm généraux.

+00 +0o0 1

+00 1
3) f est paire. Par parité et sous réserve de convergence on a f nder=2 f ——dt= f —dt.
) festp p 8 - F@ o 2(1+1)?2 o (1+1p?

+oo

Montrons que f dtcvetvaut 3.

o (1+1)?
Par changement de variable affineon a:

[ wr - [™La
0 (1+1)?2 1 u?

+00 1
On reconnait une intégrale de Riemann convergente et le cours donne f —du= 3
1 u

+oo
donc[ f®dtcvetvaut 1.
CCL: f estbienuned.d.p.

4. 1) et 2) f est positive et continue sur R.
+

+00 +00 5 o0 5
3) f est paire et sous réserve de converge, par parité on a[ fde = 2[ Al tle_“ dt= f 2Ate M dt.
—00 0 0

+

(o.0)
Montrons que f 2Ate™ A dt CVetvaut 1.

0
Soit A= 0, alors



A

2

[-e]
0

A 2
/ 2re M
0

= 1- e"l’42
On a évidemment e *4° — 0.
A—+00
+oo 1 5
Conclusion : f te """ dt CVetvaut 1.
0
CCL: f estbienuned.d.p.
Exercice 2 : Densité avec parameétre
ate™ sit=0
On cherche a € R de sorte que f(f) = ) soit une ddp.
0 sinon

1) pour que f soit positive nous devons avoir a = 0.

2) f est bien continue sur R suaf éventuellement en 0 car f est soit nulle soit composées de fonctions continues.
+00
3) Montrons que f(t)dt cv et déterminons sa valeur.
—o0

+00 —0o0
f f(t)dt:f ae”tdt car f estnulle sur | —oo;0].
—00 0

Soit A> 0.

u=t u=1 1
at,onauetvde classes € sur R donc par IPP on a:

V' = v

—at ——e™

A
f ae “'dt
0

En posant {
ae

A
[—te“”]gl+f e “dt
0
- LarA
= Aem 4 [-Lemat]

= Ae 4+ L(1- )

1 Ae % — 0 parc.c.
— = car

A—+00 —At

e —0

+00 +00 1
On a donc montré quef f(t)dtcvetf fdt=—.

—00 —00 a
Ccl:festuneddp<:>%:1<:>.

Exercice 3 :Représentation de la fonction de répartition
Corrigé en cours.

Exercice 4 : Loi de Grumbel
Soient u et a deux réels tels que a > 0.

—X

#ex
1. Lafonction G: x— e ¢ “ estde classe 6! sur R par composition de fonctions elles-mémes dérivables sur
R.

Une fonction de classe ¢! sur R est (C° (continue) sur R.
Donc G vérifie les propriétés d'une fonction de répartition d'une variable a densité X.

De plus, si on note g = G’ alors g est une densité de X.

por Rt . s
Par calculs on trouve que g: t — éeT e ¢ % estune densité de probabilité de X.

2. Montrons que G est la fonction de répartition de X :

Puisque g estuneddpde X ona:



Fx(x) = f gndt.

Soit B<O0:
X
f gnder = [G(t)]g car g = G’ donc G est une primitive de g
B
= Gx)-G(B)
= p-B . B _eiE
OrGB)=e ¢ “ et lim =+c0o= lim ea =4c0=> lim e ¢ % =0= lim G(B)=0.
B—-00 « B——0c0 B— -0 B——00

Par conséquent

Fx(x) = Blinlwflg g(ndt=G(x).

Ccl:|VxeR, Fx(x)=G(x)|

Exercice5:

On suppose X de densité f et on suppose f continue sur R.

Par conséquent, Fx est de classe ¢! sur R puisque dérivable et de dérivée F v = f continue sur R.

Lors de chacun des transferts ci-dessous nous obtenons Fy (y) = Fx (¢(y)) ol1 ¢ est une fonction de classe 6.
Ainsi la fonction de répartition Fy est de classe €' par composition de fonctions de classe €' sur R.

(! = €¢°) donc Fy est également continue sur R.

La fonction de répartition Fy vérifie les propriétés d'une fonction de répartition d'une variable a densité.

Ccl : Y est une variable a densité et on trouve une ddp fy de Y en dérivant Fy (comme composée de fonctions).

L. Y=X+1=Fy(y)=Fx(y-1= fy(0)=ft-1.
2. Y=2X=Fy(y)=Fx(¥)=> frn=3 ().

3. Y=-X= Fy(y) =1-Fx(=y) = fy (D) = f(~0).

4 Y=X2>Fy()=]" Sy<0 pn={%, T
T T B siyz0 T TR s

5. Y =|X| = Fy(y) = 0 Siy<0='f(t)— sit<0
ST P i =Fx=y) siy=0 VT o+ fen sitso0

Exercice 6 :

X
1. X estune VAD de d.d.p. fx donc Fx(x) = f fdze.

lercas x<0:

Soit B < x.

x X
ff(t)dt = f2e2fdt = [e?]; = e -eF
B

B

On a évidemment 28 5 0 = Fx(x) = e2*.
T

2emecas x>0:



+00
Fx(x) = f f(t)dt=1car f estnulle sur [0, +00] et que f est une d.d.p.
—0o0

e?* six<0

BILAN: Fx(x) = .
- 1 six>0

Allure de Fyx :

e six<0

Fx(x) = {

1 six>0

\

. Soit Y = eX et soit Fy sa fonction de répartition.

(a) Partant deladéfinitionde Fy: Fy(y) = P(Y<y) = PX<y)

ler cas y <0: I'événement (eX < y) est impossible car eX > 0 (une exponentielle est toujours stricte-
ment positive).

= Fy(y)=0.
2emecas y>0:

Partant de Fy(y) = PeX < B

Fy(y) = PX<y)

= PX<lhy) car In est strict. croissante
= Fx(ny) par déf. de Fx
. e six<0
Or on sait que Fx(x) = . donc:
1 six>0

-oubien0<y<l ¢ Inys<Oetdonc= Fx(ny)=e?"V=9> = Fy(y) =y

-oubien y>1 Iny>0etdonc= Fx(ny)=1 =Fy(y)=1.

0 siy<o0
BILAN: Fy(y)=4y* si0<y<l
1 siy>1
(b) Allure de Fy :
4 0 six<O
Fy(x)={ x*> si0<x<l1
1 six>1

(c) Ils’agit de montrer que Fy est:

¢ une fonction continue sur R

* de classe €' sur R sauf évent. en un nbre fini de point.



Rmq: méme sile graphique suggere que Fy est bien continue sur R. Il faut le démontrer.
- Sur R\ {0,1} Fy est de classe € (car elle est polynomiale sur chaque morceaux).
lim Fy(x)=0
x—0~
-En0:< Fy(0)=0 = Fy est continue en 0.

lim Fy(x)= lim x*=0)
x—07 x—0*

lim F,(x)= lim =1
x—1- x—1-

-Enl:{ Fy(1)=1 = Fy est continue en 1.

lirq Fy(x)=1)
X— +
Conclusion : Fy vérifie les criteres d'une fonction de répartition d’'une VAD donc Y est bien une VAD.

0 sit<0
De plus, fy = Fy, est définie sur R\ {0, 1} et en dérivanton a fy (f) =4 2¢ si0O<t<1.
0 sit>1
On peut ajouter n'importe quelle valeur aux points t =0 et t =1 et on obtient une d.d.pde Y :

2t si0st<1

fy(t) = {

0 sinon

Exercice 7 :Moments
1. Soit X — % ([-1;2]). Mqg. X admet un moment d’ordre 2 :
. . o . o © , 3 sire[-1;2]
D’apres le théoréme de transfert, on s'intéresse a la nature I'intégrale f t“f(t)dtavec f: t— 0 .

-0 sinon

D’apres Chasles et comme f est nulle en dehors de [-1;2] :

o] ) B 2 21
t“f(ndet=| t°=dt
—o0 -1 3

De plus:

12 18] 1(22-(1D3%) 9
E(Xz):—f tzdl’:—[—] :_(#):_:1‘
3J4 313]1 3 3 9

Conclusion : X admet un moment d’ordre 2 et E(X?) = 2.

. Soit X — &(1). Mq X admet un moment d’ordre 3.

o0
D’apres le théoréeme de transfert, on s’intéresse a la nature I'intégrale f B f(tdtavec f:t—

—00

{0 sit>0

e ! sinon

D’apres Chasles et comme f est nulle en dehors de | —o0;0] :

o0 +00
f t3f(t)dt=f e ldt
0

—00
u'=e

v=13 =1V =3

-1 -t

> u=-e

Soit A > 0 on pose { u, v deux fonctions de classe € sur [0; +oo[, donc par IPP :

A A A
f rfetdr = [-re’'], —f -3t%e”'dt
0 0

~Ae 443 [ e tdr



+o00

On peut refaire deux IPP ou alors on peut remarque que 'intégrale f t*e”'dt est 'intégrale définissant le mo-
0
ment d’ordre 2 de la variable X.

Or X — &(1) donc X admet un moment d’ordre 2.

+00
Par conséquent 'intégrale f t*e”'dt cveten faisant A — +oo: :
0

-ABe™ — 0 par c.c. +00
A g S ) et donc/ e dtcv
Jo —tte7tdt — E(X?) 0
A—+o0
Ce qui montre que X admet un moment d’ordre 3.
De plus, d’apres la formule de K-H, ona: E(X?) = V(X)+ E(X)> = E(X?=2.

Par conséquent
+00

E(X3):3f Beldt => EX%=6.
0

. Soit X — &(1). Mg. X admet un moment d’ordre a pour tout a > 0.

+00
[t|f (1) d t qui d’apres Chasles revient a étudier I'intégrale f t%e tdt.
0

+00
De la méme maniere on étudie I'intégrale f

—00

On remarquera que cette intégrale est impropre uniquement en +oo.
Par ailleurs > x t%e™! — 0 par c.c. puisque t? x t%e~! = t%+2¢™ !,
t—+00

On en déduit donc que t%¢~f = o).
q t—+o00 (tz)

+o00
Or on sait que f 2 dt est une intégrale de Riemann convergente.
1
+00

Donc d’apreés le critére de négligeabilité, 'intégrale f t“e~'dtcv.
0

+00 1 +o0
Par conséquent, I'intégrale f theldt= f t%etdt+ f t*e”'dt est cv comme somme d’une intégrale clas-
0 0 1
sique et d'une intégrale cv.

Conclusion : X admet un moment d’ordre a pour tout a > 0.

Exercice 8 :Moments d’une variable a densité
Corrigé en classe.

Exercice 9 :Fonction de répartition d’'une variable a densité
X

Soit F définie sur R par F(x) =

eX+1
1. F est bien la fonction de répartition d'une variable aléatoire X a densité car :
e F est une fonction de classe €' sur R par thm généraux.

e I est continue (car dérivable) sur R

ex
—>0.
(e* +1)?

eF(x) ~ e‘etdonc lim F(x)=0etF(x) ~ 1letdonc lim F(x)=1.
X (o0) X—>—00 X (0,0) X—>—00

—

e Par ailleurs elle est croisante sur R : en effet, F'(x) =

—_—

Conclusion : la fonction F vérifie les conditions d'une fonction de répartition d'une variable aléatoire.

2. Soit X admettant F pour fonction de répartition. D’aprées la question précédente X admet pour densité
f=F.

s e, e
Conclusion: f: ¢ Trer?-



3. Mg. X admet une espérance.

t

+00 +00 e
On s’intéresse a l'intégrale [ [t f(n)dt = f |t ——dt.
0o o (1+eh)

t

On remarque que si on pose f(f) = 5 alors

e
(1+eh)

et 1 B 1 et
(1+eH2 ele2(el+1)2 e !(1+e)? (L+eh)?2

fl=n= (.

Donc f est paire et donc ¢ — |¢| f(¢) est paire.

+o00 l-ef
Etudions la nature de f —dt.
o (1+eh?
re’
- —t PN +00 —t y ye , ~ .
On remarque A6 oo te”' etonadéjavuque [, te 'drt cv (car c’est 'intégrale définissante E(T)
pour T — &(1).

et +00 t
———dt cv et par parité I'intégrale / ——dtcv.
(1+e"? patp s | a+en?

Par conséquent X admet une espérance.

+00
Par conséquent 'intégrale f
0

+0o
De plus par parité de f on en déduit que ¢ — ¢f(¢) estimpaire et comme on a déja montré que f tf(ndte
0

+o0o
cv on en déduit par imparité que f tf()dt=0.

—00

Conclusion : X admet une espérance et vaut 0.

. Reconnaitre la loi de la variable Y = In(1 + X).

Vu que X(Q) = R on en déduit que eX (Q) = [0; +oo[ et donc que Y (Q) = [0; +oo.

Déterminons Fy(x) = P(Y < x):

lercas: x<0

Fy(x)=0car Y(Q) = [0; +o0l.

2emecas: x>0

Par conséquent :

Conclusion: on reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre 1, et donc| Y — &(1) |.

Fy(x)

Fy(x) 0
x) =
Y 1-e*

six<0

sinon

Fx(In(e*-1))
eln(e"—l)

W
ex

e *e*-1)

l1-e™*




