Chapitre3

FEUILLE D’EXERCICES : COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

CORRECTION

Exercices d’application directe

Exercice 1 : Sommes doubles
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Exercice 2 : Lois marginales via loi de couple - “petit” support
Corrigé en cours.

Exercice 3 : Lois marginales via loi du couple - support fini
X et Y sont deux variables aléatoires telles que :

1 2 1 N
PX=-1)=PX=1)= 2 P(Y=-1)= 3 P(Y=2)= 3 et P(X=-1)n(Y =-1)) = A ot A est un réel.

1. Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y).

loi du couple (X,Y) | -1 2 loide X
1 1
N AT
1 57A 3-3-A| 3
loi de Y 2 3 1

2. Pour que toutes les probabilités du tableau soient positives il faut et il suffit que toutes ces conditions soient

vérifiées:
e A=0
o 1_ 1

5-A20= A1<3

¢ 2-Az20= 1<}
¢ 1-3+A20= 1>

Conclusion : on trouve donc I'encadrement suivant (—13 <A< % .

3. ATaide des lois marginales on trouve

* EX)=-1xP(X=-1)+1xP(X=1)=-3+1=0
* E(Y)=-1xP(Y=-1)+2xP(Y=2)=-%+5=0
¢ EX)=(-1)?xP(X=-1)+1>xP(X=1) = +3 =1 (thm de transfert)
* E(Y?)=(-1)*xP(Y =-1)+2% x P(Y =2) = § + 3 =2 (thm de transfert)



Exercice 4 : Lois marginales via loi du couple - support infini

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N* telles que la loi du couple (X, Y) est donnée par :

.. . . a
Y(i,)eN*, P(X=Dn({Y =j)==——, acR.

1. On détermine a € R grace a la propriété

gi+j+1’

YY) P(X=i)n¥=j)=1

(i, ))eN*)?

+00 +00

Y Y P(X=Dn(¥Y=)) =

i=1j=1

Ccl: On définit ainsi une loi de couple <= .

2. Loide X : D’apreslaformule des probabilités totales a I'aide du systeéme complet d’événements ((Y = j))

ona:

VieN¥,

Ccl: laloide X est donnée par

P(X=1)
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Laloi du couple (X, Y) étant symétrique, cad P(X =i)n(Y = j)) = P((X = j) n (Y =i)), on en déduit par un

2
raisonnement analogue que laloi de Y est donnée par|VjeN*, P(Y =j)= oYl

Remarque : on peut constater que X et Y suivent la méme loi ou sont de méme loi.

3. Montrons que X admet une espérance.

Il s’agit de montrer que la série Z iP(X = i) converge absolument. Tout les termes de la séries étant positifs,
i>1

il suffit de démontrer que cette série converge.

On reconnait une série géométrique dérivée de raison g = % €] —1;1[, donc la série converge.
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Par conséquent la variable X admet une espérance.

De plus,

+00
EX) = ) iP(X=1)
i=1

2 00 (1)1'—1
= - i|l-

343

2 1

3(1—1/3)2
2 32
%
E.

3
Ccl: X admet une espérance et E(X) = > De plus comme X et Y ont méme loi alors Y admet une espérance

etE(Y)=EX)= g

Exercice 5 : Produit de variables indépendantes
On consideére deux variables aléatoires indépendantes U et Y. On suppose que U suit la loi de Bernoulli de

1
parametre 2 etlaloide Y est donnée par

1
Y Q) =NetVneN, P(Y=n)= (1__) e .
e
Par la suite on notera T'= 22U - 1)Y.

1. Montrons que Y + 1 suit une loi géométrique dont on précisera la parametre.
Soit X = Y + 1. D’apres la définition delaloide Y ona:
* Y(Q) =N donc X(Q) =N*.

1
eSoitkeN*, PX=k)=P(Y=k-1)=>PX=k)= (1—2)((’6—“..

1
On reconnait une loi géométrique de parameétre p =1— —.
e

Ccl: X;»%(l—l).
E— e

On en déduit :

1 e
e E(X)=——— = EX)=——7.
1 e—1

V(X) = e« P
B C(e—-1?

2 = _ )2
(-1 et
e

I Q|-

On en déduit I'espérance et la variance de Y al’aide de I'expression: Y =X —1:

e 1
e Par linéarité de I'espérance : E(Y)=E(X)-1= a1 1= |E(Y)= Py
e— e—

e

« Par propriété de la variance: V(YV) =V(X) = | V(Y) = o2t
e_




2.0na: T=QRU-1)YdoncT=2UY -Y.

Or on sait que U et Y sont indépendantes et admettent chacune une espérance. Donc on en déduit que UY
admet une espérance et donc par linéarité que T =2UY — Y admet une espérance.

De plus, linéarité de 'espérance et par indépendance des variables U et Y ona:

E(T)=EQRUY-Y)=2E(U)E(Y)-E(Y)=2x %E(Y) —-E(Y)=E(Y)-EY)=0

Ccl: | T admet une espérance et E(T) =0|.

Exercice 13 : Tirages successifs sans remise
Soit n = 2 fixé.

1. (a) Supportde X :on peut tirer la premiere boule blanche au ler, 2éme, ..., (n—1)-éme tirage, donc’ X Q) =1[1;n-1]
Support de Y : on peut tirer la deuxieme boule blanche au 2éme, 3éme, ..., n-eéme tirage, donc| Y (QQ) = [[2; n]] |.

(b) On ne peut pas tirer la 2eme boule blanche avant la premiére donc, pour i = j = 2, la probabilité
P((X=i)n(Y = j)) estnulle.

Ccl: |Vizj=2, P(X=)n({¥=j)=0|

(c) Soient i, j deuxentierstelsquel<i<j:
Pour calculer P((X = i) n (Y = j)) on calcule séparément P(X = i) puis Px=;) (Y = j) :
On introduit les événements By : “on tire une boule blanche au k-éme tirage” et Ry : “on tire une boule
rouge au k-eme tirage”.
Attention, il n'y a pas indépendance des tirages puisqu’on fait des tirages avec remise.
eOna (X =1i)=Ryn..NR;_1 N B; donc d’aprés la formule des probabilités composées :

PX=i) = P(Rin..nRi-1NB;)
= P(Ry) x Pg,(R2) x ... x PR/n..AR,_, (Bi)
n—2 n—=3 n—i 2
= X

n ,n—lx"'x/nyziﬁx/n%
2(n—1)
nn-1)

* Si (X = i) est réalisé, cela signifie que dans I'urne il reste n — i — 1 boules rouges et 1 boule blanche.
Ainsi, toujours d’apres la formule des probabilités composées :

Px=p(Y =) = P(Ris1N..NRj_1NB;j)
n—i=1 = n—j—i=2 1
= X X ... X X
nl—i n—i=1 n—j—i=T1 n—j—i=2

(n—1)

P(X=Dn(X=j) = PX=i)xPx=p(¥=))
2(n—1) 1

(-1 n—i
n(n— n—i
2
nn-1)°
2. D’apres les questions précédentes on a la loi de couple suivante :
0 siizj=2
P(X=DnX=))= 2

—— sil<i<j
nn-1)

Loi de X : D’apreslaformule des probabilités totales a 'aide du systeme complet d’événements ((Y = j))
ona:

Jeliz,nll
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Vie[[l;n-1], P(X=1i)

n
Y P(X=Dn(Y =)
j=2

i n 2
= )0+ )

j=2  j=i+
= (n-@G+1)+1
2(n—1)
nn-1)

1h(n—1)

nn-1)

2(n—1)
nn-1"

Ccl: laloide X estdonnée par|Vie [[1;n—1]], P(X=1i)=

Vérifions :

n-1
Y P(X=1i)
i=1

Il
IM|

Il
—

Ce qui confirme bien que I'on a bien trouvé une loi de probabilité.

Loide Y : D’apréslaformule des probabilités totales al’aide du systeme complet d’événements (X = i) je1,n-1j
ona:

n-1

Vielnll, P(Y=j) = Y P(X=)n( =))
]li% 2 n-1
= +) 0
i; nn-1) l:Z]
2
 nn-1) izzil
2(j-1
nn-1)
) . . . . . 2(-D
Ccl: laloide Y estdonnée par| Vi€ [[2;n]], P(Y=j)= .
- nn-1)
Vérifions :
i= i= n(n—l)
- mn])ZU_D
2 n 1 ]
= n(n_l)];k enposantk=j—-1
_ 2 y (n—1)n
- -1 2

1.

Ce qui confirme bien que I'on a bien trouvé une loi de probabilité.



Exercice 14 : Covariance et stabilité de lois de Poisson indépendantes
On considere trois variables aléatoires indépendantes U,V et W telles que U et W suivent la loi de Poisson de
parametre A et V suit la loi de Poisson de parametre p.
Onnote X=U+VetY=V+W.

1. Par indépendance mutuelle (U, V, W) les variables sont indépendantes 2 a 2 donc (U, V) et (V, W) sont in-
dépendantes.

Ainsi, par stabilité des lois de Poisson indépendantes, on a

U—22(A Voo
“) = X—>2PA+u et (W)
V— 2 W — 22(A)
2. cov(X,Y) existe car X et Y admettent une variance (loi de Poisson).
De plus,
cov(X,Y) = cov(U+V,V+W)

= cov(U,V)+covU,W)+cov(V,V)+cov(V,W)
% T % %

= cov(V,V)

= V()

=0

Conclusion: V — 22(u) donc .

3. Onsait que

(X, Y) = cov(X,Y)
’ VVOVVY)
X—>PA+p = V(X):/1+,u:>p(X,Y): m .
Y>2A+uw= VY)=A+pu VA+u\/A+pu
Conclusion : | p(X,Y) = Ai‘t#'

Exercice 15 : Minimum de deux loi géométriques indépendantes
Corrigé en cours.

Exercice 16 : Indépendance mutuelle
Soit 1 = 2. On considere une urne U contenant n boules numérotées de 1 a n et indiscernables au toucher. On
effectue une suite de tirages d'une boule avec remise de la boule dans I'urne U. Soit k = 1, pour tout i € [1, n], on
note X; la variable égale au nombre d’obtentions de la boule numéro i au cours des k premiers tirages.

=Y —>22A1+w.

par indépendance de (U, V), (U, W) et (1

1. X; est la variable égale au nombre de succes (“tirer la boule i”) au cours de k répétitions ( les k tirages)

d’épreuves de Bernoulli indépendantes (tirer la boule i on ne pas la tirer) de parametre — (probabilité de
n

tirer la boule i dans 'urne U).

Ccl:

Xi%%(k,%) etE(X):éetV(X):g(l_%) .

2. Soit i # j, alors les événements (X; = k) et (X; = 1) sont incompatibles car on ne peut tirer k fois la boules i
et une fois la boule j # i en k tirages.

Par conséquent P((X,- =knX;= 1)) = 0, ce qui montre que les variables (Xj,..., X;;) ne sont pas 2 a 2
indépendantes.

Or I'indépendance mutuelle implique I'indépendance 2 a 2.

Ccl:| (X1,..., X;;) ne sont pas mutuellement indépendantes |.
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3. Soiti,je[l,n], telsquei # j.

(a) Attention, les variables (X, ..., X,;) n’étant ni mutuellement indépendantes ni 2 a 2 indépendantes,
nous ne pouvons pas utiliser d’argument de stabilité des lois binomiales indépendantes.

Néanmoins, déterminons la loi de la variable X; + X.

La variable X; + X; est la variable égale au nombre de succes (“tirer la boule numéro i ou j”) au cours
de k répétitions (les k tirages) d'épreuves de Bernoulli indépendantes (tirer la boulenuméro i ou j on

2
ne pas les tirer) de parametre — (probabilité de tirer la boule numéro i ou j dans 'urne U).
n

Cel:|X;+ X — B(k,2) |

VIX+Y)-V(X)-V(Y)
2 .

(b) D’apres le cours on sait que cov(X,Y) =

Onadonc:

V(X; + X)) - V(X)) - V(X))

cov(Xi,Xj) >
2(1-2)-2x K (1-7)

k
? o

Ccl:| cov(X;, Xj) = -

Exercice 17 : Suite de variables de Bernoulli indépendantes
Corrigé en cours.

Exercice 18 : Suite de variables de Poisson indépendantes
Soit (X;) nen une suite de variable aléatoire mutuellement indépendantes.
On suppose que pour tout 7 € N la variable X, suit la loi de Poisson de parametre 1 et pour tout z € N* on note :

n S,—n
Sp=Y Xi et St="—.

1. Par stabilité des lois de Poisson indépendantesona S;;, — Z(1 +...+ 1).

Ccl: S, — 22n), E(S;) =netV(S,) =n.

2. Démontrons une propriété générale :

Center et réduire

Soit X admettant une espérance p et une variance o > 0.
On pose :

Alors E(X*)=0et V(X*) =1.
La variable X* est appelée la centrée-réduite de X.



Démonstration :
E(X) - -
Par linéarité de 'espérance : E(X™) = (X —u Y il 0.
o o
V(X - V(X) 0?2
Par propriété de la variance : V(X™) = ( 5 2 = (2 ) === 1.
o o o

IIs suffit d’appliquer cette propriété a la variable S, dont 'espérance vaut E(S,) = n et la variance vaut
V(S =n

Ainsi Sy, = correspond bien a la centrée-réduite de S,,.

3. SoitneN*:

P(S*<0) = P(S"—\/_ﬁnso)
- P(S,-n<0)

= P(Snpsn

= P(U P(Sn:k))

k=0

npk
Ccl:|P(S;<0)=e" Z?.

Exercices en contexte

Exercice 19 : Tirages successifs avec remise
Corrigé en cours.

Exercice 20 : Un jeu de tir
Corrigé en cours.

Exercice 21 : Tirages successifs sans remise
Soit n = 2 fixé.

1. (a) Supportde X :on peut tirer la premiere boule blanche au ler, 2éme, ..., (n—1)-éme tirage, donc’ X Q) =[1;n-1]

Support de Y : on peut tirer la deuxieme boule blanche au 2éme, 3eéme, ..., n-eéme tirage, donc| Y (QQ) = [[2; n]] |.

(b) On ne peut pas tirer la 2éme boule blanche avant la premiere donc, pour i = j = 2, la probabilité
P((X=i)n(Y = j)) estnulle.

Cel: |Vizj=2, P(X=i)n(Y=)))=

(c) Soienti, j deuxentierstelsquel<i<j:

Pour calculer P((X = i) n (Y = j)) on calcule séparément P(X = i) puis Px=;) (Y = j) :
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On introduit les événements By : “on tire une boule blanche au k-éme tirage” et Ry : “on tire une boule
rouge au k-eme tirage”.

Attention, il n'y a pas indépendance des tirages puisqu’on fait des tirages avec remise.
eOna(X=1i)=Ryn..NR;_1nB; donc d’apres la formule des probabilités composées :

PX=i) = P(le...mRi_lﬁB-)
= P(R1) x Pg,(Rp) % ... x PRyn..nR;_ 1(3 )
_ MXMX n—i
B n . n-—1 /}7.71/-‘-/ ll7’l/+/
_ 2(n-1)
B nn-1)

* Si (X = i) est réalisé, cela signifie que dans I'urne il reste n—i — 1 boules rouges et 1 boule blanche.
Ainsi, toujours d’apres la formule des probabilités composées :

Px=p(Y=j) = P(Ris1n..0R;-1NBj)
B /n71/ M WZ 1
B nl—i QT W W

(n—=1)

P((X=i)n(X=))

P(X=1)xPx=p(Y =)
2(n—1) y 1
n(nz— 1) n-i

nn-1)
2. D’apreés les questions précédentes on a la loi de couple suivante :
0 siizj=2
P(X=)nX=))= 2 .
— sils<i<j
nn-1)

Loi de X : D’apreslaformule des probabilités totales al'aide du systéme complet d’événements ((Y = j))
ona:

Jjeli2,n])

Y P(X=i)N(Y =)
j=2

Vie[[l;n-1]], P(X=1i)

1 n 2
- jX::zO+j:Zi:’rln(n—l)
= (m—-@G+D+1
2(n—1i)
nn-1)

_?2
nn-1)

2(n—1)

Ccl: laloide X estdonnée par|Vie[[l;n—1]l, P(X=1i)= .
I nn-1)

Vérifions :

Y n-1P(X=1i)
i=1 =

I
i aolid
=
S
L‘J
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Loide Y : D’apreéslaformule des probabilités totales al’aide du systeme complet d’événements (X = i))je(1,n-1J
ona:

n-1

Vielznll, PY=j) = ) P(X=i)n( =))
i=1

2 n—-1
= k
nn—1) k;
B 2 y (n-1Dn
Bl nn-1) 2
= 1.

Exercice 22 : Loi de Poisson conditionnée Corrigé en cours.

Exercices plus difficiles

Exercice 23 : Une loi de couple un peu compliquée
Corrigé en cours.

Exercice 24 : Variables indépendantes de méme loi
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi, a valeurs dans N.

1. Rappelons que X et Y ont méme loi signifie que VkeN, P(X=1k)=P(Y =k).
Montrons que: Y (i, j) eN*, P((X=i)n(Y =j))=P(Y =i)n(X = ).
Soit (i, j) € N2

P(X=)n(Y=j) = PX=0DPY=)) par indépendance de (X,Y)
= PY=DpX=]) car X et Y ont méme loi
= P((Y=DnX=)) a nouveau par indépendance de (X, Y)

2. Montronsque: P(X>Y)=P(X<Y).

D’apres la FPT al'aide du SCE (X = 1)), :

P(X>Y)

+00
Y P(X>Y)n(X =)
i=0
+00

= Y P(i>Y)nX=10)

i=0

+00
= ) Pi>Y)P(X=1i) par indépendance de (X,Y)
2
= Y P(i>X)P(Y=1i) car X et Y ont méme loi
2
= Y P(i>X)n(Y=10) a nouveau par indépendance de (X, Y)
i=0
+00

= Y P((Y>X)n(Y=1)
i=0
= P(Y>X) d’apres la FPT al'aide du SCE ((Y = i)),, cette fois
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3.
P(X=Y) = 1-P(X#Y)
= 1-(PX<Y)+P(X>Y))
= 1-2P(X>Y) d’apreés la question précédente

Exercice 25 : Matrices aléatoires
Soient X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes, de méme loi et a valeurs strictement positives.

On considere la matrice M = ( et on note Al'événement : “la matrice M est inversible”.

v x)

1. Rappel: ( Z Z ) est inversible si et seulement si ad — bc # 0.

Ainsiona A= (X2-Y%2#0)=(X-Y)(X+Y) #0).
Or X et Y sont a valeurs strictement positives ainsi (X + Y) > 0 et donc A=(X-Y# 0).
Conclusion: P(A)=P(X#Y).
2. D’apres ce qui précedeona: P(A) =1-P(X =Y) eten appliquant la FPT aI'aide du SCE (X = k) kex () :

PX=Y) = ) Px=inY=bPX=k
keX ()
= Z P(Y=kP(X=k) car X et Y sontindépendantes
ke X ()
= Y PX=k? car X et Y ont méme loi
keX ()

Conclusion: P(A)=1- ) P(X=k>
keX(Q)

3. On suppose que X et Y suivent la loi uniforme sur {1, ...n}.
En appliquant ce qui précede on a:

P(A) = 1-)Y P(X=k?
k=1 )
= 1- =
k;l n
1
= 1-=
n

1
Conclusion: P(A) =1- Pt

4. Si X et Y suivent la loi géométrique de parametre p. Alorsona:

+00
1-Y P(X=k?
k=1

= 2(k-1) 2
= 1-) % Vp
k=1

2+oo 2(k-1)
= 1-p*) q
k=1

+00
= 1-p? Z qzk changement d’indice k — k-1
k=0

P(A)

p2

1-q?|

Conclusion: 0<g<1ldonc|P(A)=1-
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